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Sazetak

Rad na temu ,, Proracun metodom pomaka simetricne konstrukcije simetricno opterecene*
sastoji se od Cetiri dijela. U uvodnom dijelu objasnjeni su pojmovi stati¢ki odredenog i staticki
neodredenog zadatka. U drugom poglavlju opisane su dvije metode za rjeSavanje staticki
neodredenog zadatka: metoda sila i metoda pomaka. Opisano je pravilo simetrije kod metode
pomaka. U tre¢em dijelu rijeSena je dvanaest puta kinemati¢ki neodredena simetri¢na
konstrukcija metodom pomaka te su prikazani dijagrami unutarnjih sila. Upotrebom pravila
simetrije konstrukcija je postala Cetiri puta kinematicki neodredena. U cetvrtom poglavlju
opisan je programski paket 2D Frame Analysis. Zadatak iz treceg dijela je rijeSen preko
programa te je vidljivo priblizno preklapanje rezultata koji su dobiveni proratunom s onima

koji su dobiveni uz pomo¢ 2D Frame Analysisa.

Klju¢ne rijeci: kinemati¢ki neodredena simetri¢na konstrukcija, metoda pomaka, 2D Frame

Analysis.

Summary (Calculation with the method of displacement of
symmetrical construction of symmetrical load)

The thesis "Displacement method calculation of symmetrical construction under symmetrical
load" consists of four parts. In the introduction, statical determinacy and indeterminacy are
explained. The second chapter explains the methods of force and displacement, which are used
for solving statically indeterminate tasks, as well as the rule of symmetry in the displacement
method. The third chapter shows solutions for the twelve times kinematically indeterminate
symmetrical construction using the displacement method, in additon to diagrams of internal
forces. Using the rules of symmetry, the construction became four times kinematically
indetermined. The fourth chapter explains the 2D Frame Analysis software. The task from the
previous chapter is solved using the software. When comparing the results, there is an

approximate overlap using the software and previous calculations.

Keywords: kinematically undetermined symmetrical construction, method of displacements,

2D Frame Analysis.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene ii



Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije Strojarstvo

SADRZAJ

S ZLAK .t ettt eee e e e e e e ———eeeeeeeeae e ———eeteeeeeaaa e ————aaeeeaaaa—————— i

Summary (Calculation with the method of displacement of symmetrical construction of

SYMMELITCAL JOAU) ...t bbbt I
T U Voo TP P TP TP U PR PP PRPPRO 1
2. Metode za rjesavanje statiCki neodredenih zadataka .............cccooeviiiiiiiiiiic, 3

2.1, MEOCA ST ... 3

2.2, MetOda POMAKAE ........ccivieiiiiiieie ettt enes 13
3. Proracun zadane konstrukcije metodom pomaka ...........ccoeceeiiiiiiiniiiiiien e 27
4. Programski paket 2D Frame ANAIYSIS ......cccveiieiieiiciieie et 60

4.1. Proracun zadane konstrukcije u programu 2D Frame Analysis .........cccocverveiiieeninnns 64
0. ZAKIJUCAK ...ttt r e e r e 67
LEEIAEUIE ... 68
PIIIOZI ..o 69

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene iii



Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije Strojarstvo

Popis slika

Slika 1.1 — a) staticki neodredena konstrukcija, b) zglob kao slobodna toc¢ka s prikazom svih

sila koje Na njega dJEIUJU [1] ..vveveiieieee e ae e nneas 2
Slika 2.1 — Primjer zadatka Metoda Sila...........cccoveeiiieiice e 4
Slika 2.2 — KOOIdINAINT SUSLAV .....c.viieiiitieieeiesiie sttt sttt sneesbeeeesneenneas 5
Slika 2.3 — Uklonjena suvisna veza i dodane reakcije X1 1 X2 . .ovovvvrieieieienenciesiseeeee, 5
Slika 2.4 - Dijagrami momenata savijanja MY, F uslijed vanjskog opterecenja.............cccuen... 7
Slika 2.5 - Dijagrami momenata savijanja uslijed nepoznatih momenata X; = 1i X, =1...... 7
Slika 2.6 - Rjesenja X1 i X2 u programskom paketu MdsolidS[4].......ccocevvrereniniinieninieienn, 8
Slika 2.7 - Popreéne sile za dio N0SACA AC.......ccueiiieiiiiiiieie s 9
Slika 2.8- Poprecne sile za dio n0Saca CD .......ccccvviiiiiiiiiiecee e 10
Slika 2.9 — a) Uzduzna sila za dio AC, b) Uzduzna sila za dio CD ........cccecevirininininienn 11
Slika 2.10 — Dijagrami unutarnjih sila prema metodi Sila...........c.ccooeiiiiiiiiiiee 12

Slika 2.11 - Nosa¢ opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optereéenjem s
dijagramom momenta savijanja: a) obostrano uklijeSteni nosac, b) nosac¢ na lijevom kraju
uklijesten, a na desnom zglobno vezan za podlogu [2].........ccooviiriiiiiiieic i, 14
Slika 2.12 - Nosa¢ opterec¢en koncentriranom silom na sredini raspona s dijagramom momenta
savijanja: a) obostrano uklijeSteni nosac, b) nosac¢ na lijevom kraju uklijeSten, a na desnom
zglobno vezan za Podlogu [2] ...cceeve e e 14
Slika 2.13 Nosa¢ opterecen jediniénim kutnim zakretom na lijevom kraju s dijagramom

momenta savijanja: a) obostrano uklijeSteni nosa¢, b) nosa¢ na lijevom kraju uklijesten, a na

desnom zglobno vezan za podlogu [2]......c.coveiiiiiiieieec e 15
Slika 2.14 — Primjer zadatka metoda POMaKa ...........cccecvveiuiiiieiieieece e 16
Slika 2.15 — Ekvivalentna kinematic¢ki odredena konstrukcija linijskog nosaca ..................... 17
Slika 2.16 - Dijagram momenata savijanja my: uslijed kutnog zakreta Zi=1 ..........cc.ccccveunee. 18
Slika 2.17 — a) Koeficijent krutosti ki1 u krutom ¢voru C .......ccooveieinieneneceseseseeeeees 18
Slika 2.18 — Dijagram momenata od vanjskog opterecenja za dio AC i CD .........ccccvvvvvenne 19
Slika 2.19 — Slobodni koeficijent Q1r 1 EVOTU Cu...vevveieiiieieieee e 19
Slika 2.20 - Poprecne sile za dio N0SACa AC .......ccciiiiiiiiiiiiieieiiie e 21
Slika 2.21 - Poprecne sile za dio n0Saca CD .......c.coveiiiiiiiiiiniiiiieee e 22
Slika 2.22 — a) Uzduzna sila za dio AC, b) Uzduzna sila za dio CD ........cccccevveiiiinieenenn 23
Slika 2.23 — Dijagrami unutarnjih sila prema metodi pomaka............ccoccevereieninieninnieeieen 24

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene WY



Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije Strojarstvo

Slika 2.24 — a) jednostavan ravninski sustav s jednom osi simetrije, b) simetri¢no opterecenje,

C ) antiSimetriCno OPLETECENJE [3] .. .viiiiiiiiiiiieiriiie e 25
Slika 3.1- Simetri¢na konstrukcija Simetri¢no OPtereCena .......cocvverveeveereeresieeseesesreeseeseenns 27
Slika 3.2 — KOOITINALNT SUSTAV .....vevveriiiiieitesiesiesieeee ettt 28
Slika 3.3 — Umetnuta ukljestenja s pretpostavljenim kutnim zakretima.............cccoovvcvvinnnnn. 29
Slika 3.4 - Dijagram momenata savijanja my: uslijed kutnog zakreta Z1=1 ............ccccevvennene. 30
Slika 3.5 - Dijagram momenata savijanja my2 uslijed kutnog zakreta Z>=1 ...........cc.ccocervenne. 31
Slika 3.6 - Dijagram momenata savijanja mys uslijed kutnog zakreta Zs=1 ............c.cccceevernn. 32
Slika 3.7 - Dijagram momenata savijanja mys uslijed kutnog zakreta Z4=1 ............cc.ccevennee. 33

Slika 3.8 — a) Koeficijent krutosti ki1 u krutom ¢voru B, b) Koeficijent krutosti k12 u krutom
¢voru B, ¢) Koeficijent krutosti ki3 u krutom ¢voru B.........cooooiiiiiiie 34
Slika 3.9 — a) Koeficijent krutosti ko1 u krutom ¢voru E, b) Koeficijent krutosti k22 u krutom
¢voru E, ¢) Koeficijent krutosti kosa u krutom Evoru E ... 35
Slika 3.10 — a) Koeficijent krutosti ks1 u krutom ¢voru C, b) Koeficijent krutosti ka3 u krutom
¢voru C, ¢) Koeficijent krutosti kas u krutom Evoru C........ccccvviiiiiiiiiiiii e, 36

Slika 3.11 — a) Koeficijent krutosti ka2 u krutom ¢voru F, b) Koeficijent krutosti ka3 u krutom

¢voru F, ¢) Koeficijent krutosti kas u krutom Svoru F........coooiiiiiiiiiine e 37
Slika 3.12 — Dijagram momenata savijanja od vanjskog opterec¢enja za dio BE..................... 38
Slika 3.13 — Dijagram momenata savijanja od vanjskog opterecenja za dio CF .................... 38
Slika 3.14 — Dijagram momenata savijanja od vanjskog optere¢enja za dio CF i FG.............. 39
Slika 3.15 - a) Slobodni koeficijent Qir u ¢voru B, b) Slobodni koeficijent Qzr u ¢voru C, ¢)
Slobodni koeficijent Qzr u ¢voru E, d) Slobodni koeficijent Qar u ¢voru F ....oocvvevvvvveivennne 40
Slika 3.16 — Rjesenja kutnih zakreta Z1, Z», Z3 i Z4u programskom paketu Mdsolids ........... 42
Slika 3.17 - Poprecne sile za dio 10Sa€a AB........ccccoiiiiiiiiiiies e 45
Slika 3.18- Poprecne sile za dio n0SaCa BC .........cooiiiiiiiiiiiiciceese e 46
Slika 3.19 - Poprecne sile za dio n0saca DE ........ccccooiiiiiiiiiiiiicce e 47
Slika 3.20 - Poprecne sile za dio n0saca EF ..o 48
Slika 3.21 - Poprecne sile za dio nosaca BE ..........cccccoiiiiiiiiiiiiicc e 49
Slika 3.22 - Poprecne sile za dio n0Saca CF ........cccoiiiiiiiiiiiiiiiecceee e 50
Slika 3.23 - Poprecne sile za dio n0Saca FG .......ccocoviiiiiiiiiiiicceeee e 52
Slika 3.24 — a) Uzduzna sila za dio BC, b) Uzduzna sila za dio CF ........cccccoceiiniiniiininnnn 53
Slika 3.25 — a) Uzduzna sila za dio AB, b) Uzduzna sila za dio BE...........cccccooeveiiininnne 54
Slika 3.26 — a) Uzduzna sila za dio EF, b) Uzduzna sila za dio FG..........cccoevvvvniininiinn 55
Slika 3.27 — Uzduzna sila za dio DE .........cccooiiiiiiiiic e 56

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene v



Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije Strojarstvo

Slika 3.28 - Dijagram uzduznih sila za dio konstrukcije lijevo od simetrale.............c.ccovennee. 57
Slika 3.29 - Dijagram poprec¢nih sila za dio konstrukcije lijevo od simetrale ...........c..ccoeueee. 58
Slika 3.30 - Dijagram momenata savijanja za dio konstrukcije lijevo od simetrale................. 59
Slika 4.1 — Glavni prozor programa 2D Frame AnalysiS [5] ....ccccoevviveriieriiicceese e 60
Slika 4.2 — Svojstva materijala definirana u programu [5] ........ccooveeieieneneneseeeeeeeee 61
Slika 4.3 - Knjiznica materijala [S] .......ccoeiiririiieieieiese e 62
Slika 4.4 — Moguc¢nosti odabir sila, optere¢enja, momenata i oslonaca [5]........cccccvvvververnenne. 62
Slika 4.5 Prikaz ikona unutarnjih sila, deformacija i ostalih rezultata analize [5]................... 63

Slika 4.6 — Nacrtana konstrukcija u programu sa razli¢itim modulima elasti¢nosti u Stapovima

55 [T 64
Slika 4.7 — Dodani moduli elasti¢nosti u $tapovima [5] ......ccceeveieereiiieiieiecee e 64
Slika 4.8 — U programu dodani kontinuirano opterecenje i 0s1onci [5] ...cccoovveveniiiieniininnnnn 65
Slika 4.9 — Dijagram uzduznih sila u programu 2D Frame Analysis [5].....ccccovverivniniivnrnnne. 65
Slika 4.10 — Dijagram popre¢nih sila u programu 2D Frame Analysis [S]....ccccccorvvriniivernnnne 66
Slika 4.11 — Dijagram momenata u programu 2D Frame Analysis [5]......cccccccevvvevvivicivennene. 66

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene Vi



Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije Strojarstvo

1. Uvod

Pri rjeSavanju zadataka o ravnotezi vezanog krutog tijela reakcije veza predstavljaju veli¢ine
koje nisu unaprijed poznate. Broj ovih nepoznatih reakcija ovisi 0 broju i karakteru veza.
Odgovarajuci staticki zadatak mozemo rijesiti samo u tom slucaju kada broj nepoznatih reakcija
odgovara broju uvjeta ravnoteze koji sadrze te nepoznate reakcije. Takvi zadatci nazivaju se
staticki odredeni, a sustavi tijela koji zadovoljavaju ovaj uvjet nazivaju se staticki odredeni

sustavi.

Zadatci kod kojih je broj nepoznatih reakcija veci od broja uvjeta ravnoteze, koji sadrze ove
reakcije, nazivaju se stati¢ki neodredeni, dok se takvi sustavi tijela nazivaju stati¢ki neodredeni

sustavi [1].

Stupanj staticke neodredenosti s jednak je razlici broja nepoznatih reakcija n (reakcija veza i

unutarnjih sila) i broja nezavisnih jednadzbi ravnoteze K, tj.:

s=n—k (1.1)

gdje mogu nastupiti tri slucaja:
s = 0 — broj nepoznanica jednak je broju jednadzbi — zadatak je staticki odreden ;

s > 0 — broj nepoznanica veci je od broja jednadzbi — zadatak je staticki neodreden i to upravo

sputa ;

S < 0 — broj nepoznanica manji je od broja jednadzbi — konstrukcija postaje mehanicki

nestabilna, odnosno mehanizam sa |s| stupnjeva slobode gibanja [1].

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 1
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Na slici 1.1 prikazana je konstrukcija sastavljena od triju Stapova. Broj nepoznatih reakcija veza
je 3, a broj jednadzbi ravnoteze je 2 (suceljeni sustav sila u ravnini), paje s=n—k =3 —

2 = 1tj. jedna je veza suviSna — sustav je jedanput staticki neodreden!

a) b,

Slika 1.1 — a) staticki neodredena konstrukcija, b) zglob kao slobodna tocka s prikazom svih
sila koje na njega djeluju [1]

Osim stupnja statiCke neodredenosti imamo i stupanj kinematicke neodredenosti. Sustav
Stapova kinematicki je neodreden ako na krajevima Stapova sustava postoje nepoznati pomaci,
kutni ili linearni. Stupanj kinemati¢ke neodredenosti sustava $tapova jednak je zbroju kutnih

pomaka krutih ¢vorova N, i nezavisnih linearnih pomaka krutih ¢vorova N :

N =N, +N, (1.2)

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 2
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2. Metode za rjeSavanje staticki neodredenih zadataka

ZarjeSavanje staticki 1 kinematic¢kih neodredenih zadataka koriste se razli¢ite metode. Neke od
najpoznatijih su metoda sila i metoda pomaka. Najveca razlika tih metoda je to da se kod
metode sila uklanjaju dodatne (prekobrojne) veze dok se kod metode pomaka uvode dodatne

(prekobrojne) veze. Kroz sljedeée poglavlje su opisane obje metode te su dani primjeri.

2.1. Metodasila

Metoda sila koristi se za rjeSavanje stati¢ki neodredenih zadataka. U prvom koraku utvrduje se
koliko puta je zadatak staticki neodreden. Zatim se iz zadane konstrukcije uklanjanju suvise
veza te se formira ekvivalentna staticki odredena konstrukcija (osnovna konstrukcija). Potom
se odreduju unutarnje sile za osnovnu konstrukciju uslijed vanjskog opterecenja kao 1 unutarnje
sile od jedini¢ne poopcéene sile/jedini¢nih poopcenih sila. Postavlja se onoliko jednadzbi koliko
puta je zadatak staticki neodreden. Te se jednadzbe nazivaju kanonske jednadzbe metode sila.
Njihovim rjesavanjem odreduju se nepoznate sile ili momenti. Kona¢ni dijagrami unutarnjih
sila dobiju se zbrajanjem dijagrama za osnovnu konstrukciju uslijed vanjskog opterecenja i
dijagrama unutarnjih sila za osnovnu konstrukciju uslijed jedini¢nih poopcenih sila

pomnoZzenih s vrijednostima dobivenim za nepoznate poopcene sile [2,3].

Za jedanput staticki neodredenu konstrukciju osnovna (kanonska) jednadzba metode sila glasi:

fir ' X1+ q1r =0 (2.1)

gdje je f11 koeficijent podatnosti, a g, slobodni ¢lan, dok za dva puta stati¢ki neodredenu

konstrukciju kanonske jednadZbe metode sila glase:

fiiXi+ fiz X+ qur =0
fo1 X1+ far  Xo+ q2r =0 (2.2)
U izrazu (2.2) koeficijenti f;; su koeficijenti podatnosti, a g; slobodni ¢lanovi. Za odredivanje

navedenih koeficijenata koristit ¢e se Mohrov integral 1 Veres€aginovo pravilo o odredenom

integralu produkta dviju funkcija od kojih barem jedna mora biti linearna.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 3
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Jednadzba (2.2) moze se zapisati u matri¢nom zapisu:

fu S ) () 23

Prvi ¢lan na lijevoj strani je matrica podatnosti, drugi ¢lan je vektor nepoznanica, a ¢lan na

desnoj strani jednadzbe je vektor slobodnih ¢lanova.

Na jednostavnijem primjeru biti ¢e objasnjena metoda sila. Zadan je okvirni nosa¢ opterecen

silom F i kontinuiranim opere¢enjem q (slika 2.1).

q
D
C AN
L,/2
F 2
— B X
L,/2
A 2
Vi -
I|<II N
L, d

Slika 2.1 — Primjer zadatka metoda sila

Ulazni parametri su:

F=2-q-L; q;
L, =1L; E;
L,=1; Iy.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 4
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Kroz cijeli rad koristiti ¢e se koordinatni sustav prikazan na slici 2.2 .

AN y

Slika 2.2 — Koordinatni sustav
Prema 1.1 zadatak je dva puta staticki neodreden. Odabrana ekvivalentna staticki neodredena
konstrukcija dobije se iz zadane uklanjanjem dvije suvisne veze, koja Su zamijenjene

nepoznatim reakcijama X, i X, (slika 2.3).

q
D r\x 1
C X, 7PN
L,/2
F 2
—MN g X
A L,/2
Vi A4
K N
L, d

Slika 2.3 — Uklonjena suvisna veza i dodane reakcije X1 i X2

Za dva puta staticki neodredenu konstrukciju kanonske jednadzbe metode sila prema (2.2) glasi:
fii X1+ fia  Xo +qir =0,

f21: X1+ fa2 " Xo + g2 = 0.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 5
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U prvom koraku treba dobiti dijagrame momenta savijanja My ¢ uslijed vanjskog opterecenja
(slika 2.4) te dijagrame momenata savijanja uslijed nepoznatih momenata X; =11 X, =1
(slika 2.5).

Koeficijenti podatnosti i slobodni ¢lanovi u gornjim jednadzbama mogu se odrediti koriste¢i

Mohrov integral te pravilo Verescagina kako slijedi:

fu=gr (5t L) 5 (1),

1 (1 L . 2 L>_1L3

_ . 1 1
f12—f21—E_Iy'(§'L2'(—L2)'L1),

.1 <1L L L)— 1L

1 1 2
f22=E__Iy'<L2'L1'L1+E'L1'L1'§'L1)
_ L (LLL+1LL2L>—4L3
fZZ_EIy 2 3 ) 3ElL’
1 (1 L, (~FLy\ 5 —ql2\ 1
N (=L L, - (=L
D E1y<22<2)6(2)+2<2 7 (L)
1 /5 1 11
=— (55 ql* + - L4)=— L*,
TF =l (24 g 241
1 (1 L, (—FL, qL? 1 qL?\ 3
—_ | —. = .L L N .L _.L e - ._.L ,
qZFE-Iy(22(2>1+2<2 1r3th(T )
1 /1 1 1 7
=—(—=-qLt—Z-qLt - = L4)=—— L*.
Gz E[y(4q Srqlt—2-q 54
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iy

Slika 2.4 - Dijagrami momenata savijanja My r uslijed vanjskog opterecenja

i

FL,/2

q
' D c A

| B

A

AT

a2 |
(M, (M, e
’ a2

C

M

Slika 2.5 - Dijagrami momenata savijanja uslijed nepoznatih momenata X; = 1i X, =1

Lo

I:.) N X1 D

XET
| B | B
A A
(i TR

L
+
L .
) m,, m,,
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Kanonske jednadzbe iz izraza (2.2) sada glase:

LN U SV € SRR
3'EL, 12 EL Ty 1T
L L S A S
2 EL, *T3EL, g T

Za rjeSavanje 2 jednadzbe s 2 nepoznanice upotrjebljen je program Mdsolids (slika 2.6) .

Matrix Solution of Simultanecus Algebraic Equations == O X

Back Edit Print

1 2 Unknowns Constants

MNumber of

Equations
1 0,333 -0,5 -0,89234 -0,458

-~
2 EI 2 -0,5 1,333 0,32170 0,875
Compute I

Slika 2.6 - Rjesenja X1 1 X2 u programskom paketu Mdsolids[4]

Nepoznate reakcije sada su:

X, =-0,89234 qL, X, =0,32170 qL.

Momenti savijanja u karakteristicnim tockama mogu se dobiti prema:
Myt =my; - X1 +my, X, + My

Dalje su momenti savijanja u karakteristi¢nim tockama prema ulaznim parametrima:

FLZ qLi 2
Mya =Ly (~0,89234 - qL) + Ly - 0,32170 - gL — —* — == = ~0,286 qL* ,
LZ q-: L%. 2
Myp = ——-(=0,89234 - qL) + Ly - 0,32170 - gL — =0,2679 qL? ,

LZ
Mbe =1,-032170 -qL -T2 = 0178 17,

LZ
M2 =1,-032170 -qL - 2= 0178 q12,

My,D = O

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 8
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Razmatranjem ravnoteze odsjecenih dijelova nosaca nakon $to su odredeni momenti savijanja

u karakteristi¢nim presjecima nosaca mogu se odrediti poprecne sile.

Za dio AC uvjeti ravnoteze glase (slika 2.7):

QZ,(‘3
My@( |
L,/2
. 2
X
L,/2
QZ,A

Slika 2.7 - Poprecne sile za dio nosaca AC

FL,

XMc=0: —Qza Lo+ = Mys + Myc =0,
F-L, 2 2 2
5~ MyatMyc qlL?+0,2857-qL? — 0,1786 - qL
zZA = L = /i =1,11qL.
2
ZFZ:(): _QZ,A+QZ,C+F:O'

QZ,C = QZ,A_F = 1,11-qL—-2-qL=-0,89¢qL.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene
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Za dio CD uvjeti ravnoteze glase (slika 2.8):

My c
(o)™
Qz,C__

VQZ’D

L

Slika 2.8 - Poprecne sile za dio nosaca CD

L

ZMD=O: _QZ,C'Ll_My‘C +My'D+q.L1.?1=0,

—Myc+M,p+0,5- ql? _ 0,1786 - qL? + 0,5 - qL?
L, - L

Qzc = = 0,6786 qL .

ZFZ:(): _Qz,C+Qz,D+qL1:0,
Qzp = Q,c—qL =0,6786-qL —qL = —0,3214 qL .

Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila je jednaka nuli na udaljenosti od oslonca E, koja se

moze dobiti kako slijedi:
Q,=0Q;c—qx=06786-qL—q-x;, =0, x;, =0,6786"L.
Izraz za moment savijanja glasi:

x
My=My,c+QZ,c-x1—q-x1-?1=—O,1786+0,6786-x1—0,5-q-x12 ,

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 10
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Strojarstvo

a vrijednost lokalnog ekstrema je:

M, (0,6786 - L) = —0,1786 qL* + 0,6786 - 0,6789 - L — 0,5 - q - (0,6786)?,

M, (0,6786- L) = 0,057 qL*.

Uzduzne sile u dijelovima okvirnog nosa¢a mogu se dobiti iz relevantnih uvjeta ravnoteze

postavljenih za ¢vorove izrezane iz nosaca bliskim presjecima.

Tako je prema slici 2.9 dobivena uzduzna sila za dio AC I CD.

NCD
) NN
C CcD C ‘
N QZ,C
1 Nac o
~ |7 QZC
a) b)

Slika 2.9 — a) Uzduzna sila za dio AC, b) Uzduzna sila za dio CD

Zadio AC premaslici 2.9.a:

XF;=0: —Nac— Q52 =0,
Nac = —Q52 = —0,6786 gL,
a prema slici 2.9.b uzduzna sila za dio CF
YE=0: Nep = Qac =0,
Nep = Q26 =—0,894L.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene
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D 0,89

M B B - 0,68
A
T A N gL
0.68 0.05
CEF———=P  (1sf D
068L 032 o
-10.89
5 0,27 {5
1.11] 4
Qz qL & M‘r’ qu
A A 0.29

Slika 2.10 — Dijagrami unutarnjih sila prema metodi sila

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 12
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2.2. Metoda pomaka

Kao i metoda sila i ova metoda se koristi za rjeSavanje stati¢ki neodredenih konstrukcija.
Metodom sila odredivala se staticka neodredenost dok se kod metode pomaka odreduje

kinematicka neodredenost konstrukcije.
Kinematicka neodredenost racuna se prema izrazu iz prvog poglavlja (1.2):

N =N, + N,

gdje N, predstavlja broj krutih slobodnih ¢vorova konstrukcije, a N, broj nezavisnih linearnih
pomaka slobodnih ¢vorova pri ¢emu se zanemaruje rastezanje pojedinih dijelova konstrukcije.
Metoda pomaka svodi se na uvodenje dodatnih ili prekobrojnih veza koje sprecavaju kutne i
linearne pomake krutih ¢vorova ¢ime se dobije kinematicki odreden sustav. Sustav Stapova
kinematicki je neodreden ako na krajevima Stapova sustava postoje nepoznati pomaci, kutni ili
linearni. Osnovni sustav bit ¢e ekvivalentan zadanom ako se na mjestu dodanih ili prekobrojnih
veza dodaju odgovaraju¢i poopéeni pomaci, kutni pomaci ukljestenja i linearni pomaci
zglobova, tzv. dodatne nepoznanice metode pomaka Z. Stupanj kinemati¢ke neodredenosti

sustava Stapova prema (1.2) jednak je zbroju kutnih pomaka krutih ¢vorova N, i nezavisnih

linearnih pomaka krutih ¢vorova N,.

Na temelju teorema o minimumu potencijalne energije deformiranosti te smatraju¢i dodatne

nepoznanice Z poop¢enim pomacima vrijedi:
kil ) Z1 + kiZ ) ZZ+ e +kii - Zl+ e +kin - Zn + QiF =0 (24)

gdje je k;; koeficijent krutosti, Q;r slobodni ¢lan, a n broj dodatnih nepoznanica. Za n

nepoznanica dobiva se sustav jednadzbi, tzv. kanonske jednadZbe metode pomaka:
k11 'Zl + k12 ) Zz+ +k1i ) Zi+"'+k11’l - Zn + QIF =0
k21 ) Zl + kzz ) Zz+...+k2i ) Zl+ +k2n - Zn + QZF =0

kil ' Zl + ki2 ' ZZ++k”_ . Z,_+ +kin . Zn + QiF =0 (25)

knl 'Z]_ +kn2 Z2++knl Zl++knn 'Zn + QnF = 0

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 13
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Koeficijenti krutosti i slobodni ¢lanovi su zapravo poopcene sile te se kao takve mogu odrediti
s pomocu uvjeta ravnoteze. Pri odredivanju vrijednosti reakcijskih momenata ukljeStenja
koriste se momentne jednadzbe ravnoteze dok se za odredivanje reakcijskih sila zglobnih
oslonaca koriste jednadzbe projekcija sila. UvrStavanjem dobivenih rezultata u (2.5) isto tako
mogu se i odrediti dodatne nepoznanice metode pomaka Z .
Nastali nosaci uslijed vanjskog optere¢enja se savijaju, te se ovisno o vanjskom opterecenju
dobiju momenti savijanja prema slikama 2.11.a i b, odnosno 2.12.a i b.
Spomenuti dijagrami mogu se dobiti rjeSavanjem donjih staticki neodredenih zadataka
metodom sila [2, 3].
a) b)
q q

VVlYVlVVlVVV i"i""'il'

ql:i‘ll qf /12 ql2 /8 M,

Slika 2.11 - Nosac opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim opterecenjem s
dijagramom momenta savijanja: a) obostrano uklijesteni nosac, b) nosac na lijevom kraju
uklijesten, a na desnom zglobno vezan za podlogu [2]

b)
l F
- [ »
5Fi/32

3FI16 M,

Slika 2.12 - Nosac opterecen koncentriranom silom na sredini raspona s dijagramom
momenta savijanja. a) obostrano uklijesteni nosac, b) nosac na lijevom kraju uklijesten, a na
desnom zglobno vezan za podlogu [2]

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 14
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Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestima umetnutih ukljestenja
dodaju odgovaraju¢i kutni zakreti. Momenti savijanja nastali od jedinicnog kutnog zakreta

prikazani su slici 2.13.a i b.

a) b)

2EIN

Slika 2.13 Nosac opterecen jedinicnim kutnim zakretom na lijevom kraju s dijagramom
momenta savijanja: a) obostrano uklijesteni nosac, b) nosac na lijevom kraju uklijesten, a na
desnom zglobno vezan za podlogu [2]

Za odredivanje koeficijenata krutosti k;; posluZit ¢e dijagrami momenata savijanja prikazani
na slici 2.13.a 1 2.13.b; dok ¢e za odredivanje slobodnih ¢lanova Q; trebati dijagrami

prikazani na slikama 2.11.a, 2.12. b, te 2.13.a1 2.14.b.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 15
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Na jednostavnijem primjeru biti ¢e objasnjena metoda pomaka. Zadatak je isti kao kod metode

sila (slika 2.1).

q
D
C AN
L~/2
F 2
— g X
L,/2
A 2
Vi A
I|<1l N
L. d

Ulazni parametri su:

Slika 2.14 — Primjer zadatka metoda pomaka

F=2-q-L, q,
L, =1L, E,
L, =1, L.

Zadatak je jedanput kinematicki neodreden jer kruti ¢vor C pri deformiranju nosaca dobiva neki

kutni zakret (N = N, = 1). Osnovna kinematicki odredena konstrukcija dobije se iz zadane

umetanjem fiktivnog ukljestenja u ¢vor C kojim se sprjecava taj kutni zakret (slika 2.15).

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene
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Z \(\ q
D
X )
e L,/2
—H B X
A L,/2
VLl AN

|
N

7

L,

Slika 2.15 — Ekvivalentna kinematicki odredena konstrukcija linijskog nosaca
Osnovna (kanonska) jednadzba metode pomaka prema (2.5) glasi :
ki1-Z1+ Q=0
Za odredivanje nepoznatih koeficijenata krutosti k;; i slobodnog ¢lana Q;r potrebno je
odrediti dijagrame momenata savijanja M, r kinematicki odredenog nosaca uslijed vanjskog
optere¢enja kao i1 dijagrame momenata savijanja m,; kinematicki odredenog jedini¢nog

momenta.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 17
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Dijagram momenta savijanja m,; za dijelove nosa¢a AC i CD, uslijed jedini¢nog kutnog

zakreta Z; = 1 prikazan je naslici 2.16 .

Z=1
4E]/L

- ([\ | )
(\ C m D + _

——1

c 3EIL,
m,,
A -

2EIIL,

Slika 2.16 - Dijagram momenata savijanja my: uslijed kutnog zakreta Z;=1

Koeficijenti u kanonskim jednadZbama metode pomaka dobiveni su iz uvjeta ravnoteze
(momentna jednadzba) ¢vorova isjeenih s bliskim presjecima iz okvirnog nosaca kako je

napisano u nastavku. Iz krutog ¢vora C dobije se koeficijenta krutosti (slika 2.17).

"Ce—o
J |

4AEIIL,

Slika 2.17 — a) Koeficijent krutosti ki1 u krutom évoru C

M. =0 k 4-El 3'EI_O

_4-E1+3-E1_4-E1+3-E1_7E1
=y, L, L L L
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Nakon dijagrama unutarnjih opterecenja slijedi izracun dijagram momenta savijanja od

vanjskog opterecenja.

Na slici 2.18 nacrtan je dijagram momenata od vanjskog opterecenja za dio AC I CD.

q
|: +
D -
— 1 qLﬁ/S/F'ﬂ/S
c
F +
— FL,/8
myF
A N
1

FL,/8

Slika 2.18 — Dijagram momenata od vanjskog opterecenja za dio AC i CD

Slobodni koeficijenti u kanonskim jednadzbama metode pomaka dobiveni su iz uvjeta
ravnoteze (momentna jednadzba) ¢vorova isjecenih s bliskim presjecima iz okvirnog nosaca

kako je napisano u nastavku (slika 2.19).

Qi

C c Dql_zﬁ
)

FL,/8

Slika 2.19 — Slobodni koeficijent Qir u ¢voru C
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Sada je:

FLz_q_Li=

ZMC=O; Qir +—

0,
8 8

0 =qL§_FL2=qL2_2-qL2=_1 12
F=7g T7g "8 8 g 1% -

Rjesavanjem kanonske jednadZzbe dobije se:

1-ql?
Z__QlF___ 8 _iq_l?
'™ ky  7-EI T 56 EI
L

Momenti savijanja u karakteristicnim tockama mogu se dobiti kako slijedi:

My = my1 'Z1 + My,Fr

v ZEL (1 g\ FL_ 2Bl (1 g\ 2eql_ .,
vA= T \56 EI) 8 L g eoar

v JEL (L P\ FL_EL (1 g\ 2.q_ o
vB= 1, \56 EI)" 8 ~ L \56 EI g eeirat

L _AEL (1 gL\ FL_4-EL (1 gL\ 2-q* .,
ve=" \s6 EI) 8" 1L \56 EI g evat
3-E (1 ql®\ ql? 3EI (1 ql3\ ql?
MD - e | —. — — — = —)1-"—=_-01 LZ
v L <56 EI) 8 L \56 EI 8 0,1786 qL%,
My,D == O
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Razmatranjem ravnoteze odsjecenih dijelova nosaca nakon $to su odredeni momenti savijanja

u karakteristi¢nim presjecima nosaca mogu se odrediti poprecne sile.

Za dio AC uvjeti ravnoteze glase (slika 2.20):

QZ,(‘3
M, o |
L,/2
= 2
—D %
L,/2
QZ,A

Slika 2.20 - Poprecne sile za dio nosaca AC

FL
XMc=0: —Qz,A'L2+TZ_ ya tMyc=0,
FL,
— ~Mya+Myc ql?+0,2857-qL? —0,1786 - qL?
QZ,A = I = L =1,11qL.
2
ZFZ=0: _QZ,A+QZ,C+F=O'

QZ,C = QZ,A_F = 1,11-qL—-2-qL=-0,89¢qL.
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Za dio CD uvjeti ravnoteze glase (slika 2.21):

My c
(o)™
Qz,C__

VQZ’D

L

Slika 2.21 - Poprecne sile za dio nosaca CD

L

ZMD=O: _QZ,C'Ll_My‘C +My'D+q.L1.?1=0,

—Myc+M,p+0,5- ql? _ 0,1786 - qL? + 0,5 - qL?
L, - L

Qzc = = 0,6786 qL .

ZFZ:(): _Qz,C+Qz,D+qL1:0,
Qzp = Q,c—qL =0,6786-qL —qL = —0,3214 qL .

Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila je jednaka nuli na udaljenosti od oslonca E, koja se

moze dobiti kako slijedi:
Q,=0Q;c—qx=06786-qL—q-x;, =0, x;, =0,6786"L.
Izraz za moment savijanja glasi:

x
My=My,c+QZ,c-x1—q-x1-?1=—O,1786+0,6786-x1—0,5-q-x12 ,
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a vrijednost lokalnog ekstrema je:
M, (0,6786-L) = —0,1786 - qL* + 0,6786 - 0,6789 - L — 0,5 q - (0,6786)%,
M, (0,6786- L) = 0,057 qL*.

Uzduzne sile u dijelovima okvirnog nosa¢a mogu se dobiti iz relevantnih uvjeta ravnoteze

postavljenih za ¢vorove izrezane iz nosaca bliskim presjecima.

Tako je prema slici 2.22 dobivena uzduzna sila za dio AC I CD.

NCD
: LN
C CD C |
N QZ,C
T NAC AC )
~ | 7 QZC
a) b)

Slika 2.22 — a) Uzduzna sila za dio AC, b) Uzduzna sila za dio CD

Gdje je uzduzna sila za dio AC prikazana na slici 2.22.a :

XF;,=0: —Nac— Q52 =0,
Nac = —Q52 = —0,6786 gL,
a prema slici 2.22.b uzduzna sila za dio CF:
YE=0: Nep — Q6 =0,
Nep = Q26 =—-0,894L.

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 23



Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije Strojarstvo

+D 0,89

— g B-0,68

TITT s E— N L
ST A q

I

0,68 0,05
0,68L 0,32 &

10,89 A
B 0,27 \|g

1.11| +
Q: qL & M, qL?

A A 029

Slika 2.23 — Dijagrami unutarnjih sila prema metodi pomaka

Rezultati dobiveni metodom pomaka slazu se s rezultatima dobivenim metodom sila (slika

2.10).
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2.2.1. Pravilo simetrije kod metode pomaka

Pod simetrijom sustava Stapova razumijeva se geometrijska simetricnost sustava: za ravninski
sustav u odnosu na os ili dvije osi simetrije, za prostorni-ravninski sustav u odnosu na ravninu
ili dvije ravnine simetrije sustava, za prostorni sustav u odnosu na ravninu ili dvije ili tri ravnine
simetrije. Zahvaljujuéi principu superpozicije, proizvoljno optereenje moze se rastaviti na

simetri¢no i antisimetri¢no. U radu ¢e se koristiti ravninski sustav s jednom osi simetrije.

Na primjer, za jednostavan ravninski sustav jednom osi simetrije ( slika 2.24.a) optereéenje se

moze rastaviti na simetricno (slika 2.24.b) i antisimetri¢no (slika 2.24.c), u odnosu na os

simetrije.
F‘L F/2‘I7 Jy F/2 F/ZJ7 T F/2
M M/2 M/2 M/2 M/2
lc'\ ( N = \ I(\ = w
VL FANRN V7 LY Vg LR Y
a) b) c)

Slika 2.24 — a) jednostavan ravninski sustav s jednom osi simetrije, b) simetricno opterecenje,
C ) antisimetricno opterecenje [3]

Zahvaljuju¢i principu superpozicije, proizvoljno opterecenje moZze se rastaviti na simetri¢no 1

antisimetri¢no.

Proizlazi da u presjeku u ravnini simetrije sustava Stapova antisimetricne komponente moraju
biti jednake nuli pri simetri¢nom opterec¢enju, dok simetri¢ne komponente moraju biti jednake
nuli pri antisimetri¢nom opterecenju. U slu€aju simetrije sustava Stapova moze se promatrati

samo polovica sustava.
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Stupanj slobode sustava, za polovicu simetri¢nog sustava, moze se prikazati u obliku:
S=R-3K+R, (2.6)

za ravninski sustav, gdje je R prividan broj jednostavnih cilindri¢nih zglobova, K broj

nezavisnih zatvorenih krutih kontura, a R, broj popre¢nih translacijskih zglobova.
Pri tome mogu nastupiti tri slucaja:
S >0, sustav nema potreban broj veza, kinematicki je promjenjiv.

S =0, sustav ima potreban broj veza, koje ako se pravilno rasporede, mogu osigurati kinematsku
nepromjenjivost sustava. Komponente unutarnjih sila u svim Stapovima mogu se odrediti iz

uvjeta staticke ravnoteze.

S < 0, sustav je kinematicki nepromjenjiv, ali pored potrebnih veza ima i dodatnih ili
prekobrojnih veza. Komponente unutarnjih sila ne mogu se odrediti iz uvjeta staticke ravnoteze.

Sustav je staticki neodreden.
Stupanj staticke neodredenosti simetricnog sustava moze se odrediti:
D=3K-R-R, 2.7)

Dok je stupanj kinematicke neodredenosti simetricnog sustava odreden izrazom (1.2), za

polovicu sustava, za slucaj da se rastezanje Stapova moZe zanemariti.
Jednadzba za ravninske sustave sada glasi:
Ny=85+C,=R—-3K+Ry+C, (2.8)
odnosno ako se rastezanje Stapova C,, moZe zanemariti:
Ny=S=R-3K+R, (2.9)

Pri ¢emu, ako se za N, dobije negativna vrijednost, treba uzeti da je Ny = 0 [3].
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3. Proracun zadane konstrukcije metodom pomaka

42

(:- i Thr s s el ko b o rd vl rd b rd o v ol vl v

G

EI,

Slika 3.1- Simetricna konstrukcija simetricno optereéena

Na slici 3.1 zadana je simetri¢na konstrukcija koja je simetri¢no opterecena. Metodom

pomaka odrediti ¢e se dijagrami unutarnjih sila zadane konstrukcije.
Ulazni podatci za zadatak su:

El, = 2 EI,

El, = 3 EI,

El, = EI;

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene
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Zadana konstrukcija ima osam krutih slobodnih ¢vorova: ¢vorove B, E, C i F te njima
simetricne ¢vorove s desne strane simetrale. Takoder postoje i Cetiri linearna pomaka:
horizontalni pomaci ¢vorova B, E, C i F koji su istovjetni horizontalnim pomacima simetri¢nih
¢vorova s desne strane simetrale, budu¢i da se rastezanje horizontalnih dijelova nosaca

zanemaruje. Za ra¢unanje kinemati¢ke neodredenosti koristi se izraz (1.2).

Dakle, moze se pisati da je: N, =8 , Ny =4, N = N, + Ny = 8 + 4 = 12, pa bi zadatak bio

dvanaest puta kinematic¢ki neodreden.

Medutim, kako je okvirni nosa¢ simetrican i opterecen simetri¢no to ¢e i deformirani oblik
nosaca nakon opterecenja biti simetrian, pa su kutni zakreti simetricnih ¢vorova po iznosu isti
I suprotno usmjereni dok su linearni pomaci jednaki nuli: N, =4 , Ny =0, N =N, + Ny =

4+0=4

Stoga se moze zakljuciti da je zadatak cetiri puta kinematicki neodreden (moguc¢nost zakretanja

slobodnih ¢vorova B, E, C i F).

Osnovna konstrukcija (ekvivalentna kinematicki odredena) dobije se iz zadane umetanjem
dodatnih ukljestenja u ¢vorovima B, E, C i F , koji sprjeCavaju kutne zakrete istih ¢vorova.
Osnovna konstrukcija bit ¢e ekvivalentna zadanoj ako se na mjestima prekobrojnih veza
(ukljestenja u B, E, C i F) dodaju odgovarajuéi kutni pomaci Z;,Z,,Z5 i Z, . Time je osnovna
konstrukcija svedena na trinaest odvojenih nosaca (slika 3.3). Koordinatni sustav koji ¢e se

koristiti za rjeSavanje zadatka prikazan je na slici 3.2.

'i7><

Slika 3.2 — Koordinatni sustav
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Slika 3.3 — Umetnuta ukljestenja s pretpostavljenim kutnim zakretima

Za rjeSavanje zadatka dovoljno je razmatrati pola konstrukcije pa ¢e se u daljnjem proracunu

gledati dio okvirnog nosaca lijevo od simetrale.

Osnovne jednadzbe metode pomaka koje su izvedene u drugom poglavlju glase (2.6):

[li zapisano matric¢no:

'Zl ‘I‘ k12
'Zl +k22

"Lyt kiz Zzt ki Zy+ Q1 =0,
"Lyt kyz ZztkyZy+Qp =0,
Zy + k33 Zzt ks Zy+Q3r=0,
“Zoytkyz Zy+ kg Zy+ Qur =0.

kyz Koy ? :glp
kiz kzs |- ZZ = _QZF
kaz  Kag 23 _Q3F

4 4F
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Za odredivanje svih koeficijenata u gornjim jednadzbama treba nacrtati dijagrame momenata
savijanja od jedini¢nih kutnih zakreta Z;, =1, Z, =1, Z3; =1iZ, =1, kao i dijagram

momenta savijanja od vanjskog opterecenja.

Dijagram momenta savijanja m,,; za dijelove nosata AB, BC i BE, uslijed jedini¢nog kutnog

zakreta Z; = 1 prikazan je naslici 3.4 .

2EL/L,
I
C +
“2
\l/ ' B Z|=‘l 2E.’l3!’l'_»]
o ’ I\ I 4EWL,| - \BEWL, 7
\[ff A B E +| -
I
B AEL/L,
J".".'y,]r
A -

2F1/L,

Slika 3.4 - Dijagram momenata savijanja my1 uslijed kutnog zakreta Z:=1
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Dijagram momenta savijanja m,, za dijelove nosaca BE, DE i FE, uslijed jedini¢nog kutnog

zakreta Z, = 1 prikazan je naslici 3.5.

2EIL,

T +

o
e 4ELL,
Z 2= 1 e —
(\ + | - \4ElL,
I I \(\22:1 | -
B E +
E 2EBL 4m,
myz
D ]
2EI/L,

Slika 3.5 - Dijagram momenata savijanja my> uslijed kutnog zakreta Z,=1
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Dijagram momenta savijanja m,,; za dijelove nosaca BC i CF, uslijed jedini¢nog kutnog

zakreta Z; = 1 prikazan je naslici 3.6 .

Z=1 2EL/L,
SN _
f\ C F + | -
I
C 4El/L,
m
B -
|
2El/L,

Slika 3.6 - Dijagram momenata savijanja mys uslijed kutnog zakreta Zz=1
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Dijagram momenta savijanja m,,, za dijelove nosaca CF, EF i FG, uslijed jedini¢nog kutnog

zakreta Z, = 1 s objasnjenjem dobivanja dijagrama za dio FG prikazan je na slici 3.7 .

AELIL,
Z4=1 Z4=1 Z4=1
nin +
| | ‘¢
c = E |/" . -
Z4:’| 2Ef21"l|"_1 4El'1”_2 2Ef2”_1
?
£ 2EI/L,
Z4=1 2ELIL,  2ELIL, Z,=1

O - |
- " =

4EL/L A4EL/L,

Slika 3.7 - Dijagram momenata savijanja mys uslijed kutnog zakreta Z4=1
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Koeficijenti u kanonskim jednadZbama metode pomaka dobiveni su iz uvjeta ravnoteze

(momentna jednadzba) ¢vorova isjeCenih s bliskim presjecima iz okvirnog nosaca kako je

napisano u nastavku. Iz krutog ¢vora B dobiju se 3 koeficijenta krutosti (slika 3.8).

4EIL,

3%

2EIL,
kf”)
B B
— —
2E1L,
b) c)

Slika 3.8 — a) Koeficijent krutosti ki1 u krutom évoru B, b) Koeficijent krutosti ki2 u krutom
¢voru B, ¢) Koeficijent krutosti ki3 u krutom ¢voru B

Ako se uvede L, =8L, L, =5L, EI, = 2EI, EI, = 3El, El; = EI (L = 1 m) dobije se:

XM =0; kg —

4-El, _4-EL _4-EL_

L, L, Ly
8-El, 4-ElI; 16-EI 4-EI 37EI
11 = + = + = :
L, Ly 5L 8-L 10 L
2-El;
ZMB=0, k12_ =0,
Ly
_2EI3_EI
27 T AL
2-EL,
XM =0; kiz———=0,
L,
2-El; 4EI
13 = =T
L, 5L
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Iz krutog ¢vora E dobiju se 3 koeficijenta krutosti (slika 3.9).

4EI/L,

o
st

4EIL
O4E,-'1IL2

2F1JL,

kz4®
Cle
E—

Slika 3.9 — a) Koeficijent krutosti ko1 u krutom ¢voru E, b) Koeficijent krutosti ko2 u krutom
¢voru E, ¢) Koeficijent krutosti ko4 u krutom évoru E

Akoseuvede L, = 8L, L, =5L,El; = 2EI, El, = 3El, EI; = EI (L =1 m) dobije se :

El

4 L

4-El; 16-EI
+ =

4-Ely 4-EL 4-EL

L, ’

4-EI 37El

2-El;
YMg =0; ky — =0,
Ly
_2-E13_
M, =0; k,, —
XMg 22 L L,
_8-E11
22 = L,
2-EL,
YME =0; kyy — =0,
L,
_Z'EI]__

L, 5L "8-L 101

4 E]

5L°
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Iz krutog ¢vora C dobiju se 3 koeficijenta krutosti (slika 3.10).

ks
q —
2E1/L,

a)

k@ 3

(e
Jj“

4EIL,

b)

ka4

T

2ELIL,

Slika 3.10 — a) Koeficijent krutosti ks u krutom ¢voru C, b) Koeficijent krutosti ksz u krutom
¢voru C, ¢) Koeficijent krutosti kas u krutom ¢voru C

Akoseuvede L, = 8L, L, =5L,El; = 2EI, EI, = 3El, EI; = EI (L =1 m) dobije se:

Z'Ell
2
_2-ElL, 4EI
37, T 5L
Vom0 . HEh 4 EL
4-EI, 4-EI, 8-EI 12-EI 31EI
33 = + = + = .
L, L, 5L 8L 10L
2+ El
XMc =0; k3y — I =Y,
1

_2-El, 3EI

#*7 4L
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Iz krutog ¢vora F dobiju se 3 koeficijenta krutosti (slika 3.11).

Kq Kas Kys
o= )
NIF e S |F NG
oLy AELIL, 2ELIL,
2ELL, AEI IL,
a) b) c)

Slika 3.11 — a) Koeficijent krutosti ka2 u krutom ¢voru F, b) Koeficijent krutosti kss u krutom
¢voru F, ¢) Koeficijent krutosti Kas u krutom évoru F

Akoseuvede L, = 8L, L, =5L, El, = 2EI, EI, = 3El, El; = EI (L = 1 m) dobije se :

2'E11
YMp =0; kyp — I =V,
2
_2-E11_4EI
27 L, T 5L
2-El,
YMp =0; kyz— I =y,
1
_2-E12_3EI
BT oL, T 4L
Mo =0 k 4-El, 4-EI 2-E12_O
4-FEl, 6-EI, 8-EI 18-ElI 77€EI
44 = + = =

L,

L, 5LV 8L 200
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Nakon dijagrama unutarnjih opterecenja slijedi izracun dijagram momenta savijanja od

vanjskog opterecenja.

Na slici 3.12 nacrtan je dijagram momenata savijanja od vanjskog opterecenja za dio BE.

B g,L224

—— ¢

e
___ LB E /?11-12!' 12 \] L2112

yF

Slika 3.12 — Dijagram momenata savijanja od vanjskog opterecenja za dio BE

Na slici 3.13 nacrtan je dijagram momenata savijanja od vanjskog opterecenja za dio CF.

& qoL{124
e N
[ ] Cr * _F

___lc F Afz-’-qu 12 \l L2112

C

myF

B

| I |

Slika 3.13 — Dijagram momenata savijanja od vanjskog opterecenja za dio CF
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Na slici 3.14 nacrtan je dijagram momenata savijanja od vanjskog opterecenja za dio CF | FG.

492 4>

E

IS

q,L 24 GoL.i'124
C_~ + N _F ~+lG

+
%zhzf 12 quEM}A;zLﬁmz

vF

Slika 3.14 — Dijagram momenata savijanja od vanjskog optereéenja za dio CF i FG
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Slobodni koeficijenti u kanonskim jednadzbama metode pomaka dobiveni su iz uvjeta
ravnoteze (momentna jednadzba) ¢vorova isjecenih s bliskim presjecima iz okvirnog nosaca

kako je napisano u nastavku (slika 3.15).

a) b)

C E Qqp
& G
QL3212

QL2112

C) d)

Slika 3.15 - a) Slobodni koeficijent Qir u ¢voru B, b) Slobodni koeficijent Qs u ¢voru C, ¢)
Slobodni koeficijent Q2F u évoru E, d) Slobodni koeficijent Qsr u ¢voru F
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Ako se uvede g, = 5q, q, =3q, L, =8L (qzl%N,Lzlm)dobijese:

Q1L

1

ZME=O;Q2F+7=O;
¢l2  5-8 80
= 22 T kN
Qar 12 12 3
C121121
ZMC=O;Q3F_T 0,
L? 3-82
Q3F—q;21= —— =16 kNm.
A, q.L% QZLﬁ_
YXMp=0; Qu + 1 12 =0,
Q4 = O KNm.
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Kanonske jednadzbe sada glase:

37EI Z +EI Z +4EI 7107 +80_0
10L " 4L "% 51 3 R
Elz+37Elz+Oz+4EIZ 80_0
41, 7t 7 10L 375 v 37
4EIZ+OZ+31EIZ+3EIZ+16—0
5, 1 270 10L 73 4L 7H -
OZ+4EIZ+3EIZ+77EIZ+0—O

Yo s %27 4L 737 20L T

Zarjesavanje 4 jednadZzbe s 4 nepoznanice upotrjebljen je program Mdsolids (slika 3.16).

Back Edit Print

T rorcaa | 1 2 3 4 Unknowns  Constants
Equations
¥ 3,7 0,25 0,8 0 -7,07512 -26,6667
-~
4 E| 2 0,25 3,7 0 0,8 7,91082 26,6667
3 0,8 0 3,1 0,75 -3,08306 -16
Compute 4 0 0,8 0,75 3,85 -1,04321 0

Slika 3.16 — Rjesenja kutnih zakreta Z1, Z2, Z3 | Z4 u programskom paketu Mdsolids

’ El ’

’ El ’
3 ’ El ’
4 ’ El '
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Konac¢ne vrijednosti momenta savijanja u karakteristicnim tockama nosafa racunaju se

prema izrazu:
Myt =myyr 2y +Myyr Zy+MayrZs +MyyrZy + Mypr
Ako se uvede g, = 5q, q, =3q, L =8L, L,=5L, EI, =2EI, EI, = 3EI,

El; =EI (g =1 <L = 1m) dobije se:

M., = —2Eh (07512 aL’ _ _4El 707512 qr’ = 566 kN
yAT T ’ El )~ 5L ‘ El) "> m,

man = 4 (7510 BY ZBEL (g 510 ) - 1130k
"L ' EI ] 5L ’ El) 7 m

4EI qL3\ 2El qL?
MBS = ———=-(-7,07512 — | — — —
¢ I ( 075 EI) T < 3,08306 |,

s SEI qL?\ 4EI qL?
MES§ = ~7,07512 —— | = = ~3,08306 — | = 13,787 kNm,

yB = T El 5L
MBE — AL, 707512 qL’\ _ 2l 791082 al’ _ali
yB©T L, ’ EI L, EIl 12"

sp | AEI ql?\ 2EI qL?
MEE = ~7,07512 —— | = ==+ 7,91082 - — 26,6667 = —25,107 kNm,

B~ T8 El 8L
AEI ql?\ 2EL ql3

MBS = —1.(_-308306 — —7,07512 — | = 13,787 kNm,

B = < )t El m
MBC = 8EI 3,08306 qr’ + AE1 7,07512 ar’y _ 10,593 kN

v.C =5 ’ El ) T s\ 7" El)” " m,
M 2EL 7,91082 qL> _ _4El 7,91082 aL’ _ 6,329 kN

yo =TI El 5L " El m
MPDE — AEh 7,91082 qL> _ 8EI 7,91082 ar’ _ 12,657 kN

yE= T D El _ 5L El m

Prora¢un metodom pomaka simetri¢ne konstrukcije simetri¢no opterecene 43



Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije Strojarstvo

4El L 2EL L3
MEE — _ -7,91082 & _ < 1,04321 q—)

B L, El L, El
MEE — _BE -7,91082 qL’ _ 4EI —1,04321 aL’y _ 11,823 kN
yE= "5 El sL\ El)” " m,
MBE = AEL, -7,91082 ar’ + 2El —7,07512 al’\ _ali
»ET El ' L, EI 12’
meE = 2EL 2 51082 ar> | 2E1 (o 7512 I\ 26667 = —24.48 kN
YE = gL El ' 8L ’ El P07 = T m

AE] 2\ 2El 2
MEE = 251 < 1,04321 q—) .7,91082 L

Y L, El L, El’
MEE — 8EI —1,04321 qL3 + AE1 -7,91082 ar’ = 4,659 kN
yF = 5L 5L El m

K P\ 2EI B\ 12
MCE = 2 < 3,08306 q—) 2 ( 1,04321 q—) Y

L El ) 12
e 12EI qL3 _6EI qL3
MG = ———- | —3,08306 — ~1,04321 ) = 16 = ~10,593 kNm,

AEI qL3\ 2EIL ql?\ q,L?
MCE = ——2 1,04321 — 3,08306 — | — ——=,
F < 151>Jr Ly ( El 12

e 12EI qL?\  6EI qL?
My§ =~ ~1,04321 | + —=( ~3,08306 | — 16 = ~19,878 kNm,

2EI ql3 q,L12 6EI] ql3
FG _ 2 [ _ _1zm - sl
My% = L ( 1,04321 EI) 17 oL 1,04321 £l 16,

MES

PG = —1522 kNm,

2EI, ql3\ @l  6EI ql3
=— 1,04321 — | — = ———(-1,04321 — | +8,
Ly ( EI> 24 8L )"

¥.G

M, = 878 kNm.
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Razmatranjem ravnoteze odsjecenih dijelova nosaca nakon §to su odredeni momenti savijanja

u karakteristi¢nim presjecima nosaca mogu se odrediti poprecne sile.

Za dio AB uvjeti ravnoteze glase (slika 3.17 ):

AB
AB QZ,B |
My,B | N

5L

QZ,A

MYAQ,

Slika 3.17 - Poprecne sile za dio nosaca AB

Ako se uvede L, =5L (L =1 m) dobije se:

XMg=0: —Qua "5 L—Mys + M3 =0,
AB
—My s+ M2%  —566— 11,32
= = = —3,396 kN.
Qza 5-L 5
YF=0: ~Qa+ Q28 =0,

A =Q,a = —3,396 kN.
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Za dio BC uvjeti ravnoteze glase (slika 3.18 ):

BC
MBC QZ,C |
y,c | AN

SL

QzB

BC

I\/Iy,B

Slika 3.18- Poprecne sile za dio nosaca BC

Ako se uvede L, =5L (L =1 m) dobije se:

YMc=0: —Qp5"5-L—-My5 +Mc=0,
BC BC
pe _ ~Myg+Myc —13,787 — 10,593 _ 4876 kN
zB 5-L 5 ' '
YF,=0: Q5+ Q¢ =0,

Q2 = Q25 = —4,876kN.
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Za dio DE uvjeti ravnoteze glase (slika 3.19 ):
DE
DE Q
M z,E ‘
y,E L
5L
Qz,D
M, o\
Slika 3.19 - Poprecne sile za dio nosaca DE
Akoseuvede L, =5L (L = 1m) dobijese:
LMg=0: —Qup 5 L—Myp +M)E=0,
—Myp+M)E 6,329 + 12,657
y,D y,E ) )
= = = 3,797 kN.
Qzp 5L 5
2F;=0: ~Qzp+ Q2 =0,
oE = 0Q,p = 3,797 kN.
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Za dio EF uvjeti ravnoteze glase (slika 3.20 ):
EF
EF Qz F
M |
i D 1
oL
EF
Qz,E
EF
IVIij
Slika 3.20 - Poprecne sile za dio nosaca EF
Akoseuvede L, =5L (L = 1m) dobijese:
YMp=0: —QyE 5SL—MyE + MyE =0,
gr _ “Myp+Myr 11,823 +4,659 _ 3996 kN
Z,E 5L 5 ) .
XF=0: —QrE+Q7r=0,
ok = QL = 3,296kN.
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Za dio BE uvjeti ravnoteze glase (slika 3.21):

MBE
BE
y’B(ﬁ 5] \(WMy,E
BE
QZ,B
BE
__QZ,E

8L

Slika 3.21 - Poprecne sile za dio nosaca BE

Akoseuvede g, =5q,L; =8L (g=1 %N ,L =1 m) dobijese:

YMp=0: —Qp5-8L— My + MJE +5¢-8L-4L =0,
BE BE 2
g _ “Myjs + My +160qL? 25,107 — 24,48 + 160 _ 20.08 kN
z,B 8L 8 ) .
YF,=0: —QPE+Q2E+5¢q-8L=0,

QBE = QBE — 5¢-8L = 20,08 — 40 = —19,92 kN.

Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila je jednaka nuli na udaljenosti od oslonca E, koja se

moze dobiti kako slijedi:
Q,=Q)FE—-5¢-x=2008-q-L—5-q-x, =0, x =4016-L.
Izraz za moment savijanja glasi:

X1

My=M§%+Q§g-x1—q-xl7=—25,107+20,08-x1—0,5-5-q-x12 )
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a vrijednost lokalnog ekstrema je:
M, (4,016 - L) = —25,107 4+ 20,084,016 - L — 0,5-5 - q - (4,016)?,

M, (4,016 - L) = 15,21 kNm .

Za dio CF uvjeti ravnoteze glase (slika 3.22):

MCF
CF
y,C(ﬁ 39 VWMy,F
CF |\
QZ,C

CF
C‘}z,F

8L

Slika 3.22 - Poprecne sile za dio nosaca CF

Akoseuvede g, =3q,L; =8L (g=1 %N ,L = 1 m) dobije se :

Y Mp=0: —Q5c 8L —MSG + ML +3g-8L-4L =0,
CF CF 2
cp _ “Myc+Myp+96qL% 10,593 -1988+96 _ o\
z,C 8L 8 ’ .
YF,=0: —Qsc+Qsr+3q-8L =0,

QCE = QSE —3q-8L = 10,84 — 24 = —13,16kN.
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Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila je jednaka nuli na udaljenosti od oslonca F, koja se

moze dobiti kako slijedi:
Q,=0Q5¢—3q-x=1084-q-L—3-q-x, =0, x;,=3,613-L.
Izraz za moment savijanja glasi:

X
My=M§’FC+QCE-x1—q-x1-?1=—10,59+10,84-x1—0,5-3-q-x12 ,

z,
a vrijednost lokalnog ekstrema je:
M,(3,613-L) = -10,59+10,84-3,613-L.—0,5-3-q " (3,613)2,

M, (3.613-L) = 9 kNm.
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Za dio FG uvjeti ravnoteze glase (slika 3.23):

M FG
v,F
ﬁ 3q ZWMy,G
FG |\
Qz,F ]

8L/2

Slika 3.23 - Poprecne sile za dio nosaca FG

Akoseuvede g, =3q,L; =8L (g=1 %N ,L = 1 m) dobije se :

SMp=0: —Q;% 4L —My% + My +3q-4L-2L =0,
FG 2
ko _ —MS + My + 24qL _1522+878+24 _ .
zF 4], 4 '
YF,=0: Q8 +Q,6+39-4L =0,

Quc=0Qf%—3g-4L=12-12= OkN.

Unutar ovog dijela nosaca poprecna sila je jednaka nuli na udaljenosti od oslonca G, koja se

moze dobiti kako slijedi:
Q,=0Qf%—-3q-x=12-q-L—-3-q-x, =0, x;=4"L.
Izraz za moment savijanja glasi:

X
My=M§,%+Q;§-x1—q-x1-71=—15,22+12-x1—0,5-3-q-x12,
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a vrijednost lokalnog ekstrema je:
My(4-L)=-1522+12-4-L—-05-3-q-(4)?,

M,(4-L) = 878 kNm .

Uzduzne sile u dijelovima okvirnog nosaca mogu se dobiti iz relevantnih uvjeta ravnoteze

postavljenih za ¢vorove izrezane iz nosaca bliskim presjecima.

Tako je prema slici 3.24.a dobivena uzduzna sila za dio BC.

En

s
m

NBC BC

a) b)

Slika 3.24 — a) Uzduzna sila za dio BC, b) Uzduzna sila za dio CF

YF=0: —Ngc = Qz¢ =0,
Npc = —Q5t = —10,84 kN,

a prema slici 3.24.b uzduzna sila za dio CF

YE=0: Nep — Qz¢ =0,
Ncp = Q56 = —4,88kN.
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Slika 3.25.a prikazuje uzduzne sile za dio AB.
Nac
e BC
QZ,B
Nge
N
B . B oV
AN Qz,B
Nas
AB
~17 QZ,B
a) b)
Slika 3.25 — @) Uzduzna sila za dio AB, b) Uzduzna sila za dio BE
YF,=0: NBC_NAB_QE,E:O'
Nag = Ngc — QPF = —10,48 — 20,08 = —30,92 kN,
a prema slici 3.25.b uzduzna sila za dio BE
YE=0: NBE"'QE,g_ 2520'
Nge = Q2B — QP5 = —3,396 + 4,876 = 1,48 kN.
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Slika 3.26.a prikazuje uzduzne sile za dio EF.

cF N\
Qz,F
A y N
F FG \] l‘ ( l/
<7QZ,F Ncr Neg
EF
Ner QF
N ’
a) b)
Slika 3.26 — a) Uzduzna sila za dio EF, b) Uzduzna sila za dio FG
XF;=0: —Ngr — Q5+ Q5 =0,
Ngr = QSF — QF % = —13,16 — 12 = —25,16 kN,
a prema slici 3.26.b uzduzna sila za dio FG
YE=0: NFG_NCF_QE,E:O'
Npg = Ncp + Q5 = —4,88 + 3,296 = —1,584 kN .
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Slika 3.27 prikazuje uzduzne sile za dio DE.

BE

|\lDE

AN
Slika 3.27 — Uzduzna sila za dio DE

YF,=0: NEF'*‘QE,E—NDE:O,
Npg = Ngp + QBE = —25,16 — 19,92 = —45,08 kN,
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Na sljede¢im slikama prikazani su dijagrami unutranjih sila.

Dijagram uzduznih sila za dio konstrukcije lijevo od simetrale prikazan je na slici 3.28.

1,584 |

c - - ;
488 F

- 10,84 - 25,16 i

1,48

B z
E

- 30,92 -

A D :

45,08

N kN

Slika 3.28 - Dijagram uzduznih sila za dio konstrukcije lijevo od simetrale
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Dijagram poprecnih sila za dio konstrukcije lijevo od simetrale prikazan je na slici 3.29.

10,84 12

+ ]

B E :
402L | - :

N .

) 19,92 |
3.4 : | '

38 '

| Q, kN |

A b ;

Slika 3.29 - Dijagram poprecnih sila za dio konstrukcije lijevo od simetrale
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Dijagram momenata savijanja za dio konstrukcije lijevo od simetrale prikazan je na slici 3.30.

9 :
C /”——\ 466 F
+ /r—l G

gl/ 10,59 5,66 \\+| -
10,59 )

19,88
15,21

13.78 * T+ N

+
Bl- e 11,82
- /1132 1285\ 4
25,11 24,48

566 / * - \.6,33 M, KkNm

A D

Slika 3.30 - Dijagram momenata savijanja za dio konstrukcije lijevo od simetrale
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4. Programski paket 2D Frame Analysis

2D Frame Analysis je program za staticku analizu bilo koje vrste okvira ili reSetke. Struktura
se moze nacrtati izravno pomocu korisnickog sucelja. Takoder postoji opcija da sam korisnik
uvede standardne dijelove iz biblioteke oblika. Ne postoje ograni¢enja u pogledu geometrije
strukture, materijala ili opterecenja jer program moze podnijeti bilo koju proizvoljnu 2D

strukturu pod stati¢kim, dinamic¢kim, linearnim i ne linearnim optere¢enjima [5].

Prilikom otvaranja programa prikaze se glavni prozor (slika 4.1).

(& 2D Frame Analysis, Static Edition

- %
File Edit View ProjectData Elements Draw Analysis  Settings Help
O E e 15| 390- oue Run Analysis
Project Data  Frames/Modes  Load cases/combos Madel
Project N . > : & —
lu:i‘em ame l e I < 3 Qd P Ei Eor | T o D T @o| X | Sten ~ | HSection &
T T T T T T T T T T T T T T L
- 4, (5,000 4,000 -3,000 2,000 -1,000 0,000 1,000 2,000 3000 4,000 5000 6,000 7,000 8000 9000 10000 12000 14000 16000 | 18000 o)L
nits s
[Defaut Metric | —  Etweo0 10000 33
®
Materials A | %000 9,000
Ham: Details % 5
E- 210,000 GPa, G- 80.769 GPa, v~ 76.500kiv/n3  INEETEELY ST -
Conerete | E= 29,500 GPa, G= 12.292 GPa, y= 25,000 kN/n3 Ly 7000
2% | F i
o 6,000 6,000
By psoo 50004 5
F-4,000 4000
Addnew View/Edt Delete o 3,000
Cross Sections 2,000 2,000
Name Type Y.
e 100
Rect Section | Rectanguler Edo oop ]
X
£-1.000 1,000
F-2,000 2000
3,000 3,000
i e TrEE Eriere) 15,000 4,000 -3,000 -2,000 1,000 0,000 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 6,000 7,000 8,000 9,000 10.000 | 12000 14000 | 16000 | 18000 2000f

Context-sensitive help can be accessed by pressing the F1 button.

1,000 m

x= -0,799m, y=496Tm T, Units: Default Metric -

Slika 4.1 — Glavni prozor programa 2D Frame Analysis [5]

Program koristi dva koordinatna sustava, lokalni i globalni. Lokalni se bazira na postavljanju x
1y osi na odredenom konstrukcijskom elementu, dok se kod globalnog promatra konstrukcija
kao cjelina. Gotovo svima je dostupna i velika biblioteka sa Sirokim spektrom odabira

materijala kao i njihovim specifikacijama.

Korisnik moze mijenjati podatke o materijalu i presjeku za upotrebu u strukturi koja je

modelirana.
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U programu je svaki materijal definiran svojstvima koja su navedena u nastavku (slika 4.2) :

e [menom,
e Modulom elasti¢nosti ,
e Specificnom tezinom ,

e Toplinskim koeficijentom.

@ Material definition 7 e
Material
Name |34/20 |
Hlasiticy modulus 205,000 | GPa
Shear modulus |78.846 | GPa
Specilic weight |78.50 | kN/m3
Temperature coefficient of resistance |I}.I}DDD1 0 | x1/°C
Impart from librany |
0K Close

Slika 4.2 — Svojstva materijala definirana u programu [5]

Opcijom “import from library* na prikazanoj slici 4.2 korisnik moZe uvesti unaprijed definirani

materijal iz knjiZznice materijala.

Od dostupnih vrsta materijala na popisu se nalaze sljede¢i materijali : australski NZ, ASTM,
CSA, BS, European04, European, UNI, GOST, JIS, JIS (Civil), GB, GB (Civil), JTG04, TBO05,
KSO01, KS, IS, CNS560, CNS.
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it Matenial from library ? *

Material type

Australian/Mew Zealand Concrete w
Available materials

Name Elasticity Modulus Shear Modulus Specific weight

7. 20,790 GPa 8,663 GPa 25,00 kN/m3
20 21,750 GPa 5,063 GPa 25,00 kN/m3
25 23,500 GPa 5,752 GPa 25,00 kN/m3
30 25,085 GPa 10,452 GPa 25,00 kN/m3
40 27,500 GPa 11,625 GPa 25,00 kN/m3
50 30,380 GPa 12,658 GPa 25,00 kN/m3
60 32 600 GPa 13,583 GPa 25,00 kN/m3
7 33 468 GPa 139,450 GPa 25,00 kN/m3

Slika 4.3 - Knjiznica materijala [5]

Program 2D Frame Analysis omogucava postavljanje oslonaca svih vrsta od pomicnih,

nepomicnih, opruga, itd. Program daje mogucnost postavljanja momenata oko tocke,

kontinuiranog optereéenje ako zadatak to zahtijeva te jo§ mnogo mogucnosti koje se mogu

iskoristiti (slika 4.4).

Model

B e B %

o

D [T+ 2| X

Slika 4.4 — Mogucnosti odabir sila, opterecenja, momenata i oslonaca [5]
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Nakon postavljanja sila , oslonaca, optere¢enja i momenata pritiskom na run analysis odradi se

simulacija te se dobiju rezultati izracuna i grafickog prikaza deformacija, unutarnjih sila,

dinamickog opterecenja i ostalih rezultata analize (slika 4.5).

Model Results

il 747 ['_L' [/f *’;:_" Load case/combo Load case 1 v

Slika 4.5 Prikaz ikona unutarnjih sila, deformacija i ostalih rezultata analize [5]

2D Frame Analysis nakon simulacije prikazuje:

reakcije za navedeni slucaj opterecenja ili kombinaciju opterecenja ,
deformirani oblik za navedeni slucaj opterecenja ili kombinaciju opterecenja ,
dijagram aksijalne sile za navedeni slucaj opterecenja ili kombinaciju opterecenja ,

dijagram smicanja sile za navedeni slucaj opterecenja ili kombinaciju opterecenja ,

dijagram aksijalnog momenta savijanja za navedeni slu¢aj optereéenja ili kombinaciju

opterecenja.
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4.1. Proracun zadane konstrukcije u programu 2D Frame Analysis

Na pocetku se unese zadana konstrukcija u program sa odgovaraju¢ima modulima elasti¢nosti
(slika 4.6).

A . PR N PR e
k000 2000 0000 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20,000 22000 24000 26000 26000 3

14,000 £ U=
13,0007 13,000+
12,000 12,000-
11,000 11,000
£-10,000 ) 10,000

11,H Section, Steel [§© 12 H Section,Steel [P 13,H Section, Steel 2
9,000 9,000
8,000 8,000~
;?Jggg 2.H Section, Steel 4 H Section, Steel B6,H Section Steel 8, H Section Steel ?‘ggg_f
6,000 6,000~
5,000 - 5000+
9,H Section, Steel N B 10,H Section,Steel 1

4,000 4,000
3,000 3000~
F 2,000 Y@ 1.H Section Steel 3,H Section, Steel 5,H|Section,Steel T,H Section, Steel 20005
1,000 1,000=
0,000 T x A L L 0,000+
1,000 1,000<
2,000 20005
E 3,000 3000-
4,000 4000=
5,000 5,000
£000 2,000 0,000 2000 4000 6000 8000 10,000 12000 14,000 16,000 18,000 20000 22,000 24,000 26000 28,000 30,000

Slika 4.6 — Nacrtana konstrukcija u programu sa razlicitim modulima elasticnosti U
Stapovima [5]

Dodana su 3 razli¢ita modula elasti¢nosti u Stapovima koji su zadani za konstrukciju (slika 4.7).

Materialz
Name Details
E= 420,000 GPa, G= 80,763 GPa, y= 78.500 kM/m3
gid E= 630,000 GPa, G= 80,765 GPa, v= 78,500 kMN/m23
eid E= 210,000 GPa, G= 80,769 GPa, y= 73.500 kN/m3

Slika 4.7 — Dodani moduli elasticnosti u stapovima [5]
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Nakon crtanja dodaju se kontinuirano opterecenje i oslonci.

r PR TP e
£000 2000 0000 2000 4000 6,000

S o o DA A N R LA R AR \ 4
9000 8000 10000 12000 14000 16000 16000 20000 22000 24000 26000 28000 310j

13,000 13,000

12,000 12,000

=11,008,00 kN/m 11,000

F10,000 : vovo 10,000

11,H Section,gi2 i 12 H Section, gi2 I 13,H Section, gi2

9,000

F-5,000

E—T,UUU 2.H Section,gi1 4.H Section,ei1 B,H Section,eil 3,H Section,eil

% H Section,ei3 W o 10,H Section, gi3

f_zggg 3.H Section, i1 5.H Section,ei1 7.H Section.gi1

5,000 5000<
£000 | 2000 0000 2000 | 4000 6000 | 8800 10000 12000 14000 16000 18,000 20,000 22000 24000 26000 26000 30000

Slika 4.8 — U programu dodani kontinuirano opterecenje i oslonci [5]

Pokretanjem simulacije dobiju se reakcije u osloncima, dijagram uzduznih sila, dijagram

poprecnih sila te dijagram momenata zadane konstrukcije. Dijagrami su prikazani na sljede¢im

slikama.
-4 44 kN -1.46 kN 4,44 kN -1 44 kN 1,46 kN 444 kN
-10,6p kN |3 -2, U, e -U-Pip BB kN U M g 13 -10,6p KN 42
2 4 5 8
30 7T -T0.65 Kl 5 &N 30.2p & 0. 0ofan-45.2F kN -2535kN 0 51&N 10,60 RO 511
1 3 5 7
-30,74 kN 1 -4526 kN 4 4526 kN 7 -30,74 kN 10

Axial Force Diagram
Load case: Load case 1
[kN units]

Slika 4.9 — Dijagram uzduznih sila u programu 2D Frame Analysis [5]
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/ B
4 ATFNTz 30 A kN
20P kM
10,6§kN L~
12.0p% 13,38 kN ?
B TRz il v 1 ) b T
1 3 5 -
10.10 kN 1 'k% kN
3,95 kN 1 SZL KN -3.24FM7 205 kN

Shear Force Diagram
Load case: Load case 1
[kN units]

Slika 4.10 — Dijagram poprecnih sila u programu 2D Frame Analysis [5]

9,77 Nm
977 Wilm |3 11
-Z%, 19kNm
9,12 kNm

-12,6T%Nm 2 12,

-?kNm
13 18, 7 FkNm
2519k
9,12 kNm

&

9,04 kNm

kNm g -13,12 5 11,28 kNm -11,29%Nm |8 13N2 kNm 10 -12,92 film 41 12,6/ kNm

1 15,20 kNm 5 15,20 kNm

;.b; kNm -4.91 érm 4.;‘|“Jm -1,07 E ;m 10

Bending Moment Diagram
Load case: Load case 1
[kNm units]

Slika 4.11 — Dijagram momenata savijanja u programu 2D Frame Analysis [5]

Ostali podaci vezani za konstrukciju prikazani su u izvjestaju programa koji je dan u prilogu
(prilog 1).

Usporedivanjem proracuna i programskog izracuna Vidljivo je dobro preklapanje rezultata.
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5. Zakljucak

Tema zavrSnog rada je proracun metodom pomaka simetricne konstrukcije simetri¢nog
opterecenja. U uvodnom dijelu objasnjeni su pojmovi stati¢ki odredenog i staticki neodredenog

zadatka.

Kroz drugo poglavlje opisane su dvije metode za rjeSavanje staticki neodredenih zadataka tj.

metoda sila i metoda pomaka. Rijeseni su primjeri s detaljnim opisom.

Kod glavnog zadataka u tre¢em poglavlju zavrsnog rada koriStena je metoda pomaka. Nakon
odredivanja kinemati¢ke neodredenosti, osnovni sustav se dobio uvodenjem onoliko dodatnih
(prekobrojnih) veza koliko je zadatak kinemati¢ki neodreden. Zadatak je bio dvanaest puta
kinematicki neodreden, ali koriStenjem pravila simetrije kod metode pomaka sveden je na Cetiri
puta kinematicki neodredenu konstrukciju. Osnovna kinematicka odredena konstrukcija
dobivena je iz zadane umetanjem fiktivnih ukljeStenja na mjestima gdje dolazi do kutnog
zakreta tj. u to¢kama B, E, C i F. Odredivanjem dijagrama momenata savijanja My r kinematicki
odredenog nosaca uslijed vanjskog optere¢enja kao i dijagrama momenata savijanja my;
kinematicki odredenog jedini¢nog momenta te s pomocu uvjeta ravnoteze dobivene su
vrijednosti koeficijenta krutosti kij i slobodnih ¢lanova Qir . UvrStavanjem u kanonsku
jednadzbu metode pomaka odredene su i vrijednosti dodatnih nepoznanica metode pomaka Z.
Reakcije veza dobiju se primjenom statickih jednadzbi ravnoteze. Nakon toga nacrtani su

dijagrami unutarnjih sila.

U zadnjem poglavlju opisan je programski paket 2D Frame Analysisa te je pomocu njega
izvrSena provjera zadatka. Prilikom provjere pokazalo se dobro preklapanje rezultata koji su
dobiveni prora¢unom s onima koji su dobiveni uz pomo¢ 2D Frame Analysisa. GreSke u malim
postocima su dobivene kroz proracun jer su rastezanja zanemarena dok program 2D Frame

Analysisa uzima u obzir i rastezanja koja su jako mala.
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Prilozi

1. Prilog 1 - Izvjestaj iz programa 2D Frame Analysis
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MATERIAL DEFINITIONS

Name Elasticity Mod. (GPa)  Shear Mod. (GPa) w (KN/m3) Thermal coef. (1/C)
eil 420,000 80,769 78,50 0,000010
ei2 630,000 80,769 78,50 0,000010
ei3 210,000 80,769 78,50 0,000010

CROSS SECTION DEFINITIONS

Name: H Section

Type: H Wide Flange
Height: 190 mm

Width: 200 mm

Flange thickness: 10 mm
Web thickness: 7 mm
Filler radius: 18 mm
Shear Coefficient: 0,83

Area (cm2) Inertia Mom. Y (cm4) Inertia Moment Z (cm4) Section Modulus Y (cm3 Section Modulus Z (cm3
54,68 3712,63 1335,71 390,80 133,57
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NODE PROPERTIES

Labelx (m) y (m) Restraint Fx Restraint Fy Restraint Rz
1 0,000 0,000 X Translation Y Translation Rotational
2 0,000 5,000 Free Free Free
3 0,000 10,000 Free Free Free
4 8,000 0,000 X Translation Y Translation Rotational
5 8,000 5,000 Free Free Free
6 8,000 10,000 Free Free Free
7 16,000 0,000 X Translation Y Translation Rotational
8 16,000 5,000 Free Free Free
9 16,000 10,000 Free Free Free
10 24,000 0,000 X Translation Y Translation Rotational
11 24,000 5,000 Free Free Free
12 24,000 10,000 Free Free Free
FRAME ELEMENT PROPERTIES

Frame Definitions
Label Node 1 Node 2 Material Section Offset Start (m) Offset End (m)
1 1 2 eil H Section(Major) 0,000 0,000
2 2 3 eil H Section(Major) 0,000 0,000
3 4 5 eil H Section(Major) 0,000 0,000
4 5 6 eil H Section(Major) 0,000 0,000
5 7 8 eil H Section(Major) 0,000 0,000
6 8 9 eil H Section(Major) 0,000 0,000
7 10 11 eil H Section(Major) 0,000 0,000
8 11 12 eil H Section(Major) 0,000 0,000
9 2 5 ei3 H Section(Major) 0,000 0,000
10 8 11 ei3 H Section(Major) 0,000 0,000
11 3 6 ei2 H Section(Major) 0,000 0,000
12 6 9 ei2 H Section(Major) 0,000 0,000
13 9 12 ei2 H Section(Major) 0,000 0,000
Frame Releases
Label Node 1 Releases Node 2 Releases

Tx Ty Rz Tx Ty Rz
1 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
2 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
3 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
4 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
5 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
6 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
7 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
8 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
9 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
10 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
11 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
12  Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
13 Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed Fixed
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LOAD CASES
Linear Static Load Cases
Name Include Self Weight Self Weight Factor
Load case 1 No 1,00
Self weight Yes 1,00
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LOAD ASSIGNMENTS

FRAME UNIFORM LOAD ASSIGNMENTS

Load case: Load case 1

Frame Cord. System Direction Load (kN/m)
9 Local Y -5,00
10 Local Y -5,00
1" Local Y -3,00
12 Local Y -3,00
13 Local Y -3,00
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CALCULATION PARAMETERS

Shear deformation effects: No (Euler Beam Theory)

Rigid offset stiffness factor: 10000,00
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| B. ANALYSIS RESULTS

| FRAME DIAGRAMS

Load case: Load case 1

DEFORMED SHAPE
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SUPPORTS REACTIONS

B & = &

1,08 4,91 kNm 3248 7,07 kNm 3,95 kN

30,74 kN 45,26 kN 45,26 kN 30,74 kN

AXIAL FORCE DIAGRAM
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SHEAR FORCE DIAGRAM
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Load case: Self weight

DEFORMED SHAPE

SUPPORTS REACTIONS

0,6 0,32 kNm 0,83k 0,64 kNm 0,34 kN

7,54 kN 9,63 kN 9,63 kN 7,54 kN
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SUPPORT REACTIONS

Node reactions

Load case: Load case 1

Node Fx (kN) Fy (kN) Mz (kNm)
1 3,95 30,74 -7,07

4 -3,24 45,26 4,91

7 3,24 45,26 -4,91

10 -3,95 30,74 7,07
Load case: Self weight

Node Fx (kN) Fy (kN) Mz (kNm)
1 0,34 7,54 20,64

4 -0,23 9,63 0,32

7 0,23 9,63 -0,32

10 -0,34 7,54 0,64
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Total reactions

Load case: Load case 1

Project Number:

Fx (kN) Fy (kN) Mz (kNm)

0,00 152,00 1824,00
Load case: Self weight

Fx (kN) Fy (kN) Mz (kNm)

0,00 34,34 412,08
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NODAL DISPLACEMENTS

Load case: Load case 1

Node dx (mm) dy (mm) rz (rad)

1 0,0 0,0 0,000000
2 -0,4 -0,1 -0,000897
3 0,0 -0,1 -0,000456
4 0,0 0,0 0,000000
5 -0,4 -0,1 0,001022
6 0,0 -0,2 -0,000177
7 0,0 0,0 0,000000
8 0,4 -0,1 -0,001022
9 0,0 -0,2 0,000177
10 0,0 0,0 0,000000
11 0,4 -0,1 0,000897
12 0,0 -0,1 0,000456

Load case: Self weight

Node dx (mm) dy (mm) rz (rad)

1 0,0 0,0 0,000000
2 -0,1 0,0 -0,000067
3 0,0 0,0 -0,000085
4 0,0 0,0 0,000000
5 -0,1 0,0 0,000086
6 0,0 0,0 -0,000009
7 0,0 0,0 0,000000
8 0,1 0,0 -0,000086
9 0,0 0,0 0,000009
10 0,0 0,0 0,000000
11 0,1 0,0 0,000067
12 0,0 0,0 0,000085
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FRAME FORCES

Load case: Load case 1

Frame Location (m)

Axial Force (kN)

Shear Force (kN)

Bending Moment (kNm)

1 0,00
1 5,00
2 0,00
2 5,00
3 0,00
3 5,00
4 0,00
4 5,00
5 0,00
5 5,00
6 0,00
6 5,00
7 0,00
7 5,00
8 0,00
8 5,00
9 0,00
9 4,02
9 4,03
9 8,00
10 0,00
10 3,97
10 3,98
10 8,00
11 0,00
11 3,53
11 3,65
11 8,00
12 0,00
12 4,00
12 8,00
13 0,00
13 4,45
13 4,47
13 8,00

Load case: Self weight

Frame Location (m)

-30,74
-30,74
-10,65
-10,65
-45,26
-45,26
-25,35
-25,35
-45,26
-45,26
-25,35
-25,35
-30,74
-30,74
-10,65
-10,65
0,51
0,51
0,51
0,51
0,51
0,51
0,51
0,51
4,46
-4,46
-4,46
-4,46
0,71
0,71
0,71
-4,46
-4,46
-4,46
-4,46

Axial Force (kN)

3,95
-3,95
-4,46
-4,46
3,24
3,24
3,75
3,75
-3,24
-3,24
-3,75
-3,75
3,95
3,95
4,46
4,46
20,10
0,00
-0,07
-19,90
19,90
0,07
0,00
-20,10
10,65
0,06
0,00
-13,35
12,00
0,00
-12,00
13,35
0,00
-0,06
-10,65

Shear Force (kN)

7,07
-12,67
12,52
-9,77
-4,91
11,29
-13,12
5,63
4,91
-11,29
13,12
-5,63
-7,07
12,67
-12,62
9,77
-25,19
15,20
15,20
-24,41
-24,41
15,20
15,20
-25,19
-9,77
9,12
9,12
-20,60
-14,96
9,04
-14,96
-20,60
9,12
9,12
-9,77

Bending Moment (kNm)

0,00
5,00
0,00
5,00
0,00
5,00
0,00
5,00
0,00
5,00
0,00
5,00
0,00
5,00
0,00

ONNOOO OO, BDRWWNDN -

-7,54
-5,39
-3,66
-1,51
-9,63
-7,48
-5,78
-3,64
-9,63
-7,48
-5,78
-3,64
-7,54
-5,39
-3,66

-0,34
-0,34
-0,48
-0,48
0,23
0,23
0,37
0,37
-0,23
-0,23
-0,37
-0,37
0,34
0,34
0,48

0,64
-1,06
1,14
-1,26
-0,32
0,85
-1,23
0,64
0,32
-0,85
1,23
-0,64
-0,64
1,06
-1,14
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Frame Location (m)

Axial Force (kN)

Shear Force (kN)

Project Number:

Bending Moment (kNm)

8 5,00
9 0,00
9 4,02
9 4,03
9 8,00
10 0,00
10 3,97
10 3,98
10 8,00
11 0,00
11 3,53
11 3,55
11 8,00
12 0,00
12 4,00
12 8,00
13 0,00
13 4,45
13 4,47
13 8,00

1,51
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
0,14
-0,48
-0,48
-0,48
-0,48
-0,11
-0,11
-0,11
-0,48
-0,48
-0,48
-0,48

0,48
1,73
0,01
0,00
-1,70
1,70
0,00
-0,01
-1,73
1,51
0,00
-0,01
-1,92
1,72
0,00
-1,72
1,92
0,01
0,00
-1,51

1,26
-2,20
1,29
1,29
-2,08
-2,08
1,29
1,29
-2,20
-1,26
1,42
1,42
-2,88
-2,24
1,20
-2,24
-2,88
1,42
1,42
-1,26
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FRAME DEFORMATIONS

Load case: Load case 1

Frame Location (m) ux (mm) uy (mm) rz (rad)

1 0,00 0,0 0,0 0,000000

1 5,00 -0,1 -0,4 -0,000897
2 0,00 -0,1 -0,4 -0,000897
2 5,00 -0,1 0,0 -0,000456
3 0,00 0,0 0,0 0,000000

3 5,00 -0,1 -0,4 0,001022

4 0,00 -0,1 -0,4 0,001022

4 5,00 -0,2 0,0 -0,000177
5 0,00 0,0 0,0 0,000000

5 5,00 -0,1 0,4 -0,001022
6 0,00 -0,1 0,4 -0,001022
6 5,00 -0,2 0,0 0,000177

7 0,00 0,0 0,0 0,000000

7 5,00 -0,1 0,4 0,000897

8 0,00 -0,1 0,4 0,000897

8 5,00 -0,1 0,0 0,000456

9 0,00 -0,4 0,1 -0,000897
9 4,02 -0,4 8,8 0,000001

9 4,03 -0,4 8,8 0,000029

9 8,00 -0,4 0,1 0,001022

10 0,00 0,4 0,1 -0,001022
10 3,97 0,4 8,8 -0,000029
10 3,98 0,4 8,8 -0,000001
10 8,00 0,4 0,1 0,000897

11 0,00 0,0 0,1 -0,000456
11 3,53 0,0 1,8 -0,000035
11 3,55 0,0 1,8 -0,000028
11 8,00 0,0 0,2 -0,000177
12 0,00 0,0 0,2 -0,000177
12 4,00 0,0 1,9 0,000000

12 8,00 0,0 0,2 0,000177

13 0,00 0,0 0,2 0,000177

13 4,45 0,0 1,8 0,000028

13 4,47 0,0 1,8 0,000035

13 8,00 0,0 0,1 0,000456

Load case: Self weight

Frame Location (m) ux (mm) uy (mm) rz (rad)

1 0,00 0,0 0,0 0,000000

1 5,00 0,0 -0,1 -0,000067
2 0,00 0,0 -0,1 -0,000067
2 5,00 0,0 0,0 -0,000085
3 0,00 0,0 0,0 0,000000
3 5,00 0,0 -0,1 0,000086
4 0,00 0,0 -0,1 0,000086
4 5,00 0,0 0,0 -0,000009
5 0,00 0,0 0,0 0,000000
5 5,00 0,0 0,1 -0,000086
6 0,00 0,0 0,1 -0,000086
6 5,00 0,0 0,0 0,000009
7 0,00 0,0 0,0 0,000000
7 5,00 0,0 0,1 0,000067
8 0,00 0,0 0,1 0,000067
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Frame Location (m) ux (mm) uy (mm) rz (rad)

8 5,00 0,0 0,0 0,000085
9 0,00 -0,1 0,0 -0,000067
9 4,02 -0,1 0,8 -0,000002
9 4,03 -0,1 0,8 0,000000
9 8,00 -0,1 0,0 0,000086
10 0,00 0,1 0,0 -0,000086
10 3,97 0,1 0,8 0,000000
10 3,98 0,1 0,8 0,000002
10 8,00 0,1 0,0 0,000067
11 0,00 0,0 0,0 -0,000085
11 3,53 0,0 0,3 -0,000006
11 3,55 0,0 0,3 -0,000005
11 8,00 0,0 0,0 -0,000009
12 0,00 0,0 0,0 -0,000009
12 4,00 0,0 0,2 0,000000
12 8,00 0,0 0,0 0,000009
13 0,00 0,0 0,0 0,000009
13 4,45 0,0 0,3 0,000005
13 4,47 0,0 0,3 0,000006
13 8,00 0,0 0,0 0,000085
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