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Uvod

Teorija dimenzije je grana topologije koja se bavi definiranjem i proucavanjem
pojma dimenzije u razli¢itim klasama topoloskih prostora. U ovom radu de-
finirat ¢emo i proucavati malu induktivnu dimenziju ind, veliku induktivnu
dimenziju Ind i dimenziju pokrivanja dim. O egzaktnoj definiciji dimen-
zije prostora matematicari su poceli razmisljati pocetkom proslog stoljeca.
Prve radove o dimenziji napisali su 1911. i 1912. godine Brouwer, Lebe-
sgue i Poincaré. Odlucujuéi korak k definiranju dimenzije uc¢inio je Poincaré
1903. godine, kada je uocio da je pojam dimenzije vezan uz pojam sepa-
racije i da se moze definirati induktivno. On je privukao pozornost na jed-
nostavnu ¢injenicu da se tijela mogu separirati plohama, plohe pravcima, i
pravci tockama. Medutim, Poincaré nije uspio svoje vazne ideje precizno de-
finirati prije svoje smrti 1912. godine. Brouwer, u svom radu 1913. godine,
u svrhu dokazivanja da euklidski prostori R™ i R™ nisu homeomorfni, kad
god je m # n, koristi svoju definiciju dimenzije. Danas, Browerova definicija
dimenzije podudara se s definicijom velike induktivne dimenzije u klasi lo-
kalno povezanih potpuno metrizabilnih prostora. Sustavna teorija dimenzije
pocela se razvijati ranih dvadesetih godina, i intenzivno nastavila svoj razvoj
kroz sljedec¢ih petnaestak godina. U tom periodu, uglavnom se proucavao
pojam dimenzije u klasi separabilih metrizabilnih prostora. Definiciju male

induktivne dimenzije formulirao je, 1922. godine, Urysohn, a nedugo za-
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tim, i Menger, 1923. godine. U svojim radovima bavili su se proucavanjem
male induktivne dimenzije u klasi kompaktnih metrizabilnih prostora. Za
poopcéenje teorije na klasu separabilnih metrizabilnih prostora zasluzni su
Hurewicz i Tumarkin. Veliku induktivnu dimenziju definirao je Cech 1931.
godine. Cech je, takoder, definirao i dimenziju pokrivanja 1933. godine. Iako
razlicito definirane, mala induktivna dimenzija, velika induktivna dimenzija
i dimenzija pokrivanja podudaraju se u klasi separabilnih metrizabilnih pros-
tora. Jednakost velike induktivne dimenzije i dimenzije pokrivanja u klasi
separabilnih metrizabilnih prostora dokazao je Hurewicz, dok su jednakost
male induktivne dimenzije i velike induktivne dimenzije u klasi kompaktnih
metrizabilnih prostora dokazali Menger, 1924. godine, i Urysohn, 1926. go-
dine. Jednakost male induktivne dimenzije i velike induktivne dimenzije u
klasi separabilnih metrizabilnih prostora dokazali su Tumarkin, 1926. godine,
i Hurewicz, 1927. godine. Novi pocetak teorija dimenzije imala je pedesetih
godina proslog stoljec¢a, kada je otkriveno da se mnogi rezultati dokazani za
separabilne metrizabilne prostore mogu prosiriti na opcenitije klase prostora.
U klasi metrizabilnih prostora podudaraju se velika induktivna dimenzija i
dimenzija pokrivanja. Ovaj rezultat dokazali su, neovisno jedan o drugom,
Katétov 1952. i Morita 1954. godine.

Dimenzija topoloskog prostora je generalizacija dimenzije euklidskog pros-
tora R", pa je logicno za ocekivati da je mala induktivna dimenzija, velika
induktivna dimenzija i dimenzija pokrivanja euklidskog prostora R™ jednaka
n. Jednakosti dimR” = n i IndR” = n dokazao je Brouwer, a jednakost
indR"™ = n dokazali su Menger, 1924. godine, i Urysohn, 1925. godine.

Sam diplomski rad podijeljen je u pet poglavlja. U prvom poglavlju defini-
ramo malu induktivnu dimenziju i detaljno prou¢avamo njena svojstva. U pr-

vom odjeljku navodimo i dokazujemo osnovna svojstva male induktive dimen-
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zije. Posebno dokazujemo monotonost male induktivne dimenzije (Teorem
, te da je mala induktivna dimenzija topoloska invarijanta u klasi regular-
nih prostora (Teorem . U drugom odjeljku prou¢avamo 0-dimenzionalne
prostore. U posljednjem odjeljku navodimo i dokazujemo neke vazne teoreme
o maloj induktivnoj dimenziji u klasi separabilnih metrizabilnih prostora, kao
sto su Teorem sume (Teorem , Teoremi dekompozicije (Teorem i
Teorem , Teorem o produktu (Teorem , te Teoremi separacije (Te-
orem i Teorem . U drugom poglavlju definiramo veliku induktivnu
dimenziju i prou¢avmo njena osnovna svojstva. Posebno dokazujemo da je
velika induktivna dimenzija topoloska invarijanta u klasi normalnih prostora
(Teorem [2.3). U tre¢em poglavlju bavimo se dimenzijom pokrivanja. U
prvom odjeljku proucavamo osnovna svojstva dimenzije pokrivanja, te doka-
zujemo da je dimenzija pokrivanja topoloska invarijanta u klasi normalnih
prostora (Teorem [3.4)). U drugom odjeljku dokazujemo Teorem sume za di-
menziju pokrivanja (Teorem . U tre¢em odjeljku proucavamo dimenziju
pokrivanja u klasi kompaktnih metrizabilnih prostora. U ¢etvrtom poglavlju
bavimo se relacijama izmedu prethodno definiranih dimenzija, te dokazujemo
Teorem kompaktifikacije (Teorem . Posebno dokazujemo jednakost svih
triju dimenzija u klasi separabilnih metrizabilnih prostora (Teorem {4.21)), te
jednakost velike induktivne dimenzije i dimenzije pokrivanja u klasi metri-
zabilnih prostora (Teorem . U posljednjem poglavlju dokazujemo da je
dimenzija euklidskog prostora R™ jednaka n, bilo da se radi o velikoj ili maloj
induktivnoj dimenziji, ili dimenziji pokrivanja (Teorem |5.5).

Napominjemo da su posljednih desetlje¢a definirane nove dimenzije za
razlicite klase topoloskih prostora poput kohomoloske dimenzije, dimenzije
prosirenja i asimptotske dimenzije. Time teorija dimenzije ostaje i dalje vrlo

propulzivna topoloska grana.
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Poglavlje 1

Mala induktivna dimenzija

1.1 Definicija i osnovna svojstva

U ovom poglavlju ¢emo uvesti pojam male induktivne dimenzije i pokazati
neka osnovna svojstva. Najprije ¢emo dokazati da je mala induktivna di-
menzija topoloska invarijanta, te da je definicija uskladena s relacijom ”biti
potprostor”, tj. da je mala induktivna dimenzija potprostora uvijek manja ili
jednaka maloj induktivnoj dimenziji prostora. Naposljetku uvodimo pojam
separatora i pokazujemo na koji je nacin povezan s pojmom male induktivne
dimenzije.

Pojam male induktivne dimenzije definira se za regularne (ili 73) prostore.
Za topoloski prostor X kazemo da je regularan ili T3 prostor ako je X T
prostor i svaka tocka x € X i zatvoren skup A C X takav da x ¢ A imaju
diskjunktne okoline. Za topoloski prostor X kazemo da je T} prostor ako za
svaki par razlic¢itih tocaka =,y € X svaka od njih ima okolinu koja ne sadrzi

onu drugu tocku.

Definicija 1.1 Neka je X regularan prostor. Mala induktivna dimenzija

(ili Menger-Urysohnova dimenzija) od X, u oznaci indX, je element skupa
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{-=1,0} UNU {00} takav da vrijedi:
(MU1) indX = —1, ako i samo ako je X =)

(MU2) indX <n , zan € NU{0}, ako, za svaku tocku x € X i svaku okolinu

V C X tocke x, postoji otvoren skup U C X takav da je

reUCV iindFrU <n-—1,

(MU3) indX = n, ako jeindX < niindX >n—1, tj. nevrijediindX <n-—1,
(MU}) indX = oo, ako je indX > n, za svakin € NU {—1,0}.

Primjer 1.2 (i) Neka je X neprazan diskretan topoloski prostor, tj. neka
je svakt podskup U C X otvoren v X. Tada je indX = 0. Naime, za
svaku tocku x € X i proizvolinu okolinu V- C X od x, {x} je otvoren
podskup od X za koji vrijedi x € {x} CV iindFr{z} = ind(Cl{z}\
Int{x}) =ind) = —1.

(i1) Vrijedi indR < 1, gdje je R euklidski prostor. Doista, neka je x €
R proizvoljna tocka ©+ V. C R proizvoljna okolina od x. Tada postoji
otvoren podskup U od R takav da je x € U C V i FrU = {y, z},
gdje su y, z € R. Potprostor FrU euklidskog prostora R ima diskretnu
topologiju, pa je , po (i) indFrU = 0. Dakle, indR < 1.

(iii) Vrijedi indS* < 1, gdje je S* jedini¢na kruznica u euklidskom prostoru
R2. Kao i u (i1), za svaku tocku x € S*, i proizvoljnu okolinu V C S!
od x, postoji otvoren podskup U od S* takav da jex € U CV i FrU =
{y,z}, gdje suy,z € S*. Odavde slijedi indS* < 1.

Pretpostavljamo da za svaki cijeli broj n vrijedi n < co,n + 00 =00+n =

o0+ 00 = 0
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Lema 1.3 Neka su X 1Y homeomorfni regularni prostori © neka je indX €

NU{-1,0}. Tada je indY < indX.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n = indX € NU{—1,0}. Pretpos-
tavimo da je indX = —1. Tada je X = (), a kako je Y homeomorfan X, to
je Y =0 pajeindy = —1.

Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za svaki regularan prostor male
induktivne dimenzije strogo manje od n > 0 i neka je indX = n. Dokazimo
da je indY < n. Neka je f : X — Y homeomorfizam , y € Y proizvoljna
tocka u Y i V C Y po volji odabrana okolina od y. Tada je f~1(V) C X
okolina od f~!(y). Kako je indX = n, to postoji otvoren skup W C X takav
da

) e W C (V) iindFrw <n—1.

Sada je U := f(W) C Y otvoren podskup od Y za koji vrijedi y € U =
fW) C f(fH%V)) = V. Kako je f}FTW : FrWW — FrU homeomorfizam
iindFrW < n — 1, po pretpostavci indukcije je indFrU < n — 1. Dakle,
ndY <n=1indX. nm

Teorem 1.4 Mala induktivna dimenzija je topoloska invarijanta u klasi re-

gularnih prostora.

Dokaz. Neka su X i Y homeomorfni regularni prostori. Ako je indX €
NuU{-1,0}, onda je po prethodnoj lemi indY < indX. Sada je oc¢ito indY €
NU{-1, 0}, paje, po prethodnoj lemi, indX < indY, odnosno indX = indY .
Pretpostavimo sada da je indX = oo i dokazimo da je indY = oo. Kada
bi vrijedilo indY = n < oo, onda bi, po prethodno dokazanom, slijedilo
mdX = indY =n. Dakle, indY = oo =imndX. =
Svaki potprostor regularnog prostora je regularan prostor, pa ima smisla

promatrati malu induktivnu dimenziju za potprostore regularnog prostora.
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Napomena 1.5 Neka je M potprostor topoloskog prostora X i U C M otvo-
reni podskup od M. Tada, po definiciji potprostorne topologije, postoji otvo-
reni skup Uy C X takav da je U = M NU,. Za granicu skupa U u prostoru
M vrijedi:

FryU=ClyUNCly (M\U)=(CIUNM)N[CI(M\U)NM]| =
=ClUNCI(M\U)NMCCIUTNCIHX\U)NX =

ClUyNnClL(X\Uy) = FrU,

Teorem 1.6 (Teorem o potprostoru) Za svaki potprostor M regularnog

prostora X vrijedi indM < indX.

Dokaz. Neka je M C X potprostor regularnog prostora X. Pretpostavimo
da je indX = oco. Tada je ocito indM < indX.

Pretpostavimo da je indX =n € NU{—1,0}. U ovom slu¢aju dokaz provo-
dimo indukcijom po n = indX.

Neka je indX = —1. Tada je X =0, pa jei M = (), odnosno indM = —1 <
mdX.

Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za svaki prostor male induktivne
dimenzije strogo manje od n > 0 i neka je indX = n. Neka je M C X
potprostor od X, x € M proizvoljna tocka i V' C M po volji odabrana oko-
lina tocke x u M. Tada postoji okolina V; C X tocke x u X takva da je
V = M nNV;. Kako je indX = n, to postoji otvoren podskup U; C X od
X takav da je x € Uy C Vi iindFrU, < n — 1. Sada, za otvoreni podskup
U:=MnNnU,od M, vrijediz e U =MnNU, CMNV, =V. Po prethodnoj
napomeni je FryU C FrU,. Kako je indFrU; < n—1, to je, po pretpostavci
indukcije, indFryU < indFrU; < n — 1. Dakle, indM <n =indX. =

Primjer 1.7 (i) Vrijedi indS™ < n, za svaki n € N, gdje je S™ jedinicna

sfera u euklidskom prostoru R, Turdnju smo dokazali za n = 1
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u Primjeru . Pretpostavimo da vrijedi indS* < k, za svaki k €
{1,...,n—1},n > 1. Za svaku tocku x € S™ i svaku okolinu V" C S™
tocke x, postoji otvoren skup U C S™, takav da je x € U CV i FrU
homeomorfan S™'. Po pretpostavci, vrijedi indS"™™' < n — 1. Po

Teoremu 1.4, vrijedi indFrU = indS"~' < n — 1. Dakle, indS™ < n.

(i1) Vrijedi indR™ < n, za svaki n € N, gdje je R" euklidski prostor. Za
svaku tocku x € R™ i svaku okolinu V' C R™ tocke x, postoji otvoren
podskup U prostora R™, takav da je x € U C V ¢ FrU homeomor-
fan S™7t. Po (i) vrijedi indS™' < n — 1. Po Teoremu vrijedi

indFrU = indS™ ! <n — 1. Dakle, indR" < n, za svaki n € N.

Ako je indX = n, prirodno se namece pitanje da li postoje potprostori od
X dimenzije k za neki k < n. Takvi potprostori postoje, i Stovise, za svaki
0 < k < n, postoji zatvoren potprostor M C X takav da je indM = k. O

tome govori sljedeci teorem:

Teorem 1.8 Neka je X regularan prostor i indX = n € N. Tada, za svaki
k€ {0,1,...,n — 1}, postoji zatvoren potprostor My C X od X takav da je

Dokaz. Primjetimo da je dovoljno pokazati da postoji zatvoren potprostor
M C X takav da je indM =n — 1.

Kako je indX > n — 1, to postoji tocka x € X i okolina V' C X tocke
x takva da, za svaki otvoreni skup U C X takav da je x € U C V, vrijedi
mdFrU > n — 2. S druge strane, jer je indX < n, to postoji otvoren
skup W C X takav da je z € W C V iindFrW < n — 1. Odavde slijedi
n—1>wmdFrW >n—2, pa je indFrW = n — 1. Sada, za zatvoreni skup
M := FrW, vrijedi indM =n—1. =
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Napomena 1.9 Neka je U C X podskup topoloskog prostora X. Ako za
otvoreni skup V. C X wrigedi V N CIU # 0, onda je V NU # (. Doista,
pretpostavimo da postoji x € V N CIU. Tada je V otvorena okolina tocke
x € ClU, pa, po karakterizaciji zatvorenja, vrijedi V N U # ().

Sada ¢emo uvesti pojam separatora skupova i pokazati kako pomocu tog

pojma mozemo karakterizirati nejednakost indX < n > 0.

Definicija 1.10 Neka je X topoloski prostor i A, B C X par disjunktnih
podskupova od X . Za skup L C X kaZemo da je separator skupova A i B (ili
da separira A i B) ako postoje otvoreni podskupovi U,W C X prostora X

takvi da vrijedi:
ACU BCW, UNW=0iX\L=UUW

Napomena 1.11 Neka je L C X separator skupova A, B C X. Tada je L
zatvoren podskup od X .

Ako je A ={z} za neki x € X \ B, onda kaZemo da je L separator tocke
x i skupa B. Ako je uz to i B = {y} za nekiy € X \ {x}, onda kaZemo da
je L separator tocaka x 1 y.

Nadalje, ako su U/ W C X otvoreni skupovi u X takvi da je
ACU BCW, UnW=0:iX\L=UUW,

onda je FrU, FrW C L. Naime, kako je FrU = ClU\ IntU = CIU\U, to je
FrUNU = (. Nadalje, kako je FrU C CIU i UNW = 0, to je, po Napomeni
0 =WNCIU >WNFrU. Odavde slijedi da je FrU N (UUW) =0, t.
FrU C L. Slicno se pokaze FrW C L.

Prisjetimo se da za topoloski prostor X kazemo da je normalan (ili 7)) pros-

tor, ako je X T} prostor i ako svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova

6
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A, B C X ima par disjunktnih okolina. Primjetimo da je uvjet normal-
nosti ekvivalentan tome da za svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova
A, B C X postoji separator L skupova A i B. Nadalje, za T} prostor X su

sljede¢e tvrdnje ekvivalentne:
(i) X je normalan prostor.

(ii) Za svaki zatvoren skup A C X i svaki otvoren skup U C X takav da
A C U, postoji otvoren skup V' C X takodaje ACV CCIV CU.

(iii) Za svaki par disjunktnih zatvorenih skupova A, B C X, postoje okoline
UiV od Ai B redom tako da je CIU N CIV = 0.

Jedna od karakterizacija regularnih prostora u klasi 77 prostora je:

Teorem 1.12 Neka je X Ty prostor. X je reqularan ako i samo ako za svaku
tocku v € X 1 svaku okolinu U C X tocke x postoji okolina V- C X od x
takva da je x € V C CIV CU.

Ovu karakterizaciju ¢emo koristiti u dokazu sljedeée propozicije:

Propozicija 1.13 Neka je X regularan prostor i n € N U {0}. Tada je
mndX < n ako i samo ako, za svaku tocku x € X 1 svaki zatvoreni podskup
B C X takav da x ¢ B, postoji separator L tocke x i skupa B takav da
indL <n—1.

Dokaz. Pretpostavimo da je indX < n. Neka je x € X po volji odabrana
tocka i B C X proizvoljan zatvoren podskup od X takav da z ¢ B. Tada
je X \ B otvorena okolina tocke z u X pa, po prethodnom teoremu, postoji
okolina V' tocke x takva da jexz € V C ClIV C X\ B. Kako je indX <n >0,
to postoji otvoren skup U C X u X takavdajex €e U C ViindFrU <n-—1.
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Stavimo L := FrU. Tada je indL < n — 11 L je separator tocke x i skupa

B. Naime, za otvorene skupove
W =X\ClUCXiUCX

vrijjedi x e UZ/UNW =01 X\ L=X\FrU =X \[ClUNCIX \U)| =
(X\CIOHU X\ (CUX\U)]=WUlInt(U)=WUU.
Nadalje, kako je CIV C X\ B, toje BC X \CIV C X\ CIU =W.
Obratno, pretpostavimo da, za svaku tocku x € X i svaki zatvoreni pod-
skup B C X takav da « ¢ B, postoji separator L tocke = i skupa B takav
da je indL < n — 1. Dokazimo da je indX < n. Neka je x € X proizvoljna
tocka i V' C X po volji odabrana okolina od z. Neka je L separator tocke
x 1 zatvorenog skupa B := X \ IntV takav da je indL < n — 1. Nadalje,
neka su U,W C X otvoreni podskupovi od X takvi da je x € U, B C W,
UNW=0iX\L=UUW. Vrijediz e UCX\WCX\B=1IntV CVi
FrU=Cl(X\U)NCIU C(X\IntU)NCU(X\W)=(X\U)N(X\W) =
X\ (WUU) = L. 1z Teorema o potprostoru slijedi ind F'rU < indL <n—1,
pajeindX <n. m
Baza topoloskog prostora u potpunosti odreduje otvorene skupove u to-

poloskom prostoru pa se lako vidi da vrijedi karakterizacija:

Teorem 1.14 Neka je X regularan prostor in € NU{0}. Tada jeindX <n

ako 1 samo ako X ima bazu B takvu da je indFrU <n —1 za svaki, U € B.

Dokaz. Ako je indX < n, onda, za svaku tocku x € X i svaku okolinu
V C X od z, postoji otvoreni skup Uy, C X takav da je z € Uy, C V' i
indF'rUy; < n — 1. Definirajmo B(x) := {Uy : V C X je okolina tocke z}.
Ocito je B lokalna baza u tocki z. Stavimo B := |J B(z). Tada je B baza

zeX
za X, jer, za svaki otvoreni skup W C X i za svaku tocku x € X takvu da je
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x € W, postoji U}, € B(x) C B takav da je x € U, C W. Takoder, vrijedi
mdFrU <n —1, za svaki U € B.

Obratno, ako X ima bazu B takvu da je indF'rU < n—1, za svaki U € B,
onda o¢ito vrijedi (MU2), odnosno indX <n. m

Prisjetimo se da za topoloski prostor X kazemo da je separabilan ako X
ima prebrojiv podskup gust na X, tj. ako postoji prebrojiv podskup D C X
takav da je CID = X.
Za metrizabilne prostore posebno vrijedi sljede¢a karakterizacija separabil-
nosti.

Neka je X metrizabilan prostor. X je separabilan ako i samo ako je 2-
prebrojiv, tj. ako postoji prebrojiva baza topologije na X.
Za separabilne metrizabilne prostore vrijedi jaca tvrdnja nego u prethodnom

teoremu:

Teorem 1.15 Neka je X separabilan metrizabilan prostor i n € N U {0}.
Tada je indX < n ako i samo ako X ima prebrojivu bazu B takvu da je

mdFrU <n—1, za svaki U € B.

Dokaz ovog teorema slijedi iz ¢injenice da svaku bazu 2-prebrojivog prostora

mozemo “reducirati” na prebrojivu bazu. Naime vrijedi:

Lema 1.16 Neka je X 2-prebrojiv prostor. Tada za svaku bazu B od X
postoji prebrojiva podmnozina By C B od B koja je takoder baza od X.

Dokaz. Neka je D = {V; : i € N} prebrojiva baza od X. Za svaki i,j € N
neka je B, ; ={U e B:V,CU CV;}.

Za svaki i,j € N, za koje je B;; # 0, izaberimo proizvoljni U;; € B, i
stavimo By := {U;; : (i,j) € NxN,B;; # 0}. By je baza od X. Naime, za

proizvoljan otvoren skup W C X i z € W proizvoljan, postoji j € N takav
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daxz € V; C W, jer je D baza od X. Kako je B baza od X, postoji U € B
takav da x € U C V; C W. Sada, jer je D baza od X, postoji i € N takav da
jex € V; CU CV; C A. Po definiciji od B; ;, vrijedi U € B, ;, pa je B;; # 0.
Sada, za U, ; € By, vrijedi x € U; ; € V; C W, pa je By baza topologije na X
i ocito je By prebrojiv skup. m
Dokaz teorema [1.15] Ako je indX < n onda, po Teoremu [1.14] postoji
baza B takva da FrU <n — 1, za svaki U € B. Po prethodnoj lemi, postoji
prebrojiva podmnozina By od B koja je takoder baza metrickog prostora X.
Obratno, ako X ima prebrojivu bazu B takvu da je FrU < n — 1, za

svaki U € B, onda je, po Teoremu [1.14] indX <n. m

1.2 O0O-dimenzionalan prostor

U ovom odjeljku uvest ¢emo pojam O-dimenzionalnog prostora, te navesti
i dokazati neke vazne teoreme o maloj induktivnoj dimenziji u posebanom
slucaju O-dimenzionalnog prostora. Svi teoremi dokazani u ovom odjeljku
posluzit ¢e da dokazemo odgovarajuce teoreme o maloj induktivnoj dimenziji

u punoj opcenitosti u sljedeé¢em odjeljku.

Definicija 1.17 Neka je X reqularan prostor. Kazemo da je X 0—dimenzionalan

prostor, ako je indX = 0.

Primjer 1.18 Neka je X neparazn potprostor euklidskog prostora R. Prostor
X je 0-dimenzionalan ako i samo ako X me sadrzi niti jedan interval. Doista,
buduéi da je svaki potprostor (a,b) C R, gdje su a,b € R, a < b, euklidskog
prostora R, homeomorfan R, to je ind(a,b) = 1. Iz Teorema o potprostoru
zakljucujemo da 0-dimenzionalan prostor X ne moZe sadrZavati niti jedan

terval.

10
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Obratno, pretpostavimo da X ne sadrzi niti jedan interval. Neka je v € X
proizvoljna tocka + V' C X proizvoljna okolina tocke v v X. Tada postoji
okolina U tocke x u R, takva da je U N X = V. Neka su a,b € R, takvi da
je a < b iwvrigedi x € {(a,b) C U. Kako X ne sadrzi niti jedan interval, to
postoje ¢ € (a,x)\ X id € (x,b)\ X. Definirajmo skup W := (¢, d)yNX. Skup
W je, ocito, otvoren u X . Nadalje, kako vrijedi c,d ¢ X, to je W = [¢,d]NX.
Dakle, W je otvoreno-zatvoren u X, pa je FrxW = ClxW \ IntxW = (.
Prema tome, vrijedi indFrW = —1, pa je indX < 0. Buduéi da je X # 0,

zakljucujemo da je indX = 0.

Primjer 1.19 Neka je X metrizabilan prostor. Ako je 0 < cardX < ¢,
onda je indX = 0. Doista, neka je d metrika koja metrizira topologiju na
X. Za svaku tocku x € X 1 svaku okolinu V' tocke v u X, postoji € > 0
takav da je B(x,e) C V. Kako je cardX < ¢, to postoji 6 > 0 takav da
je §d < eid(x,y) # 96, za svaki y € X. Odavde slijedi da je FrB(z,d) C
{y € X : d(z,y) = 6} = 0. Dakle, vrijedi x € B(x,0) C B(z,e) CV i
indFrB(z,0) = —1, pa je indX < 0. Buduéi da je cardX > 0, to je X # (),
pa je indX = 0.

Lema 1.20 Neka je X 0 — dimenzionalan prostor i A, B C X par disjun-
ktnih zatvorenih podskupova od X. Tada, za svaku tocku x € X, postoji
otvoreno-zatvoren skup W, C X takav da jex € W, 1 ANW,, = () ili BOW, =
0.

Dokaz. Neka je x € X proizvoljna tocka. Ako je x € A, onda je X \ B
otvorena okolina od z. Kako je indX = 0, postoji otvoren skup W, C X
takav da z € W, C X \ B i indFrW, < —1. Dakle, indFrW, = —1, pa je
)= FrWw, = CIW, \ IntW, = CIW, \ Wy, tj. CIW, = W,. Dakle, W, je

zatvoreno-otvoren skup takav da x € W, i BNW, = 0.

11
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Ako = ¢ A, onda je X \ A otvorena okolina od z, pa analogno postoji
otvoreno-zatvoren skup W, C X takavdaz € W, i ANW, =0. m

Teorem 1.21 (Prvi teorem separacije za dimenziju 0) Neka je X 0—
dimenzionalan separabilan metricki prostor. Tada prazan skup separira svaki

par disjunktnih zatvorenih podskupova A, B C X, tj. postoji otvoreno-zatvoren

skup U C X takav da ACU i BC X\ U.

Dokaz. Po prethodnoj lemi, za svaki x € X postoji otvoreno-zatvoren skup

W, C X takav da jex € W, i
ANW,=01ili BNnW, = 0.

(W, z € X) je otvoren pokriva¢ prostora X. Svaki otvoren pokriva¢ u 2-
prebrojivom prostoru ima prebrojivi potpokrivac, pa ,kako je X separabilan
metricki prostor, to postoji prebrojiv potpokriva¢ (W,,,i € N) od (W,,x €
X). Za svaki ¢ € N definirajmo

i1
U =W, \ | JWa, €W,
j=0
i—1

Skup U W, je zatvoren, kao konacna unija zatvorenih skupova, pa je U; C
X ot\i;?en skup u X, kao razlika otvorenog i zatvorenog skupa, za svaki
€ N,

Familija (Ui,7 € N) je pokriva¢ od X. Naime, za svaki z € X, neka je i, € N
najmanji prirodan broj takav da je z € W,,. Takav sigurno postoji jer je
(W, 1 € N) pokriva¢ od X, pa je skup {i € N: z € W, } neprazan podskup
od N. Sada je x € U,,, po definiciji od U,,.

Definirajmo

U= Ui AU £0}iW = J{U;: AnU; = 0}

12
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Kako je (U;,i € N) pokriva¢ od X, to je, ocito, A C U. Dokazimo da je
B C W. Zasvaki i € N takav da je U; N A # (), vrijedi U; N B = ). Doista,
kad bi postojao i € N takav da je U; N A # () i U; N B # (), onda bi vrijedilo
W, NADUNA#0DiW,, NB DU NB # () sto je u kontradikeiji s
¢injenicom da je, za svaki ¢ € N, barem jedan od skupova W,. N A,W,, N B
prazan. Kako je B C |J{U; : i € N} i BN (J{U; : ANU; # 0}) =0, to je
BC U, : AnU; =0} =W.

Skupovi U i W su otvoreni podskupovi od X i ocito je U UW = X .Nadalje,
skupovi U; su u parovima disjunkti, pa je U = X \ W. Dakle, U je otvoreno-
zatvoren podskup od X za koji vrijedi ACU i BC X\U. m

Drugi teorem o separaciji za dimenziju 0 dokazujemo pomocu dvije leme.

Lema 1.22 Neka je X metrizabilan prostor i A, B C X podskupovi od X
takvi da je CIANB = ANCIB = (). Tada postoje otvoreni skupovi U, W C X
takvi da je

ACUBCViUNW =10

Dokaz. Neka je d metrika koja metrizira toplogiju na X. Definirajmo funk-

cije f,g: X —[0,-)
f(z) ==d(z,A),g(x) = d(z, B)

Prisjetimo se: Udaljenost tocke z od skupa A, u oznaci d(z, A), je d(x, A) =
inf{d(z,y) : y € Y}. Funkcije f i g su neprekidne, pa su skupovi U :=
{reX:(f-g)(x)<0} iV ={r € X : (f —g)(xr) > 0} otvoreni i
medusobno disjunktni.

Neka je x € A proizvoljan. Kako je AN CIB = (), vrijedi = ¢ CIB. Nadalje,
vrijedi g7 ({0}) = CIBi f~1({0}) = CIA, paje g(z) > 0i f(z) = 0. Odavde

13
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slijedi f(x) — g(x) =0 —g(x) <0, paje z € U. Dakle, A C U.

Slicno, za x € B proizvoljan, iz CIAN B = (), slijedi z ¢ ClA. Dakle,
f(z)>0ig(z) =0, paje f(z)—g(x) = f(x)—0 > 0, odnosno x € W. Time
smo dokazali daje BCW. m

Lema 1.23 Neka je M potprostor metrizabilnog prostora X, A, B par di-
sjunktnih zatvorenih podskupova od X i Vi, Vy otvoreni podskupovi od X takvi
da je

ACV,,BCV,iClViNClVy = 0.

Tada, za svaki separator L' skupova M N CIVy i« M N CIVy u prostoru M,

postoji separator L skupovaA i B u prostoru X takav da vrijedi M NL C L.
Dokaz. Neka su U’', W’ C M otvoreni podskupovi od M za koje vrijedi
MNCIV,CU MNCV,CW UNW =0i M\ L' =U"UW".

Primjetimo da je

ANCW'=0=BnCIU"

Zaista, vrijedi VINW' = MNViNW' C MNCIViNW' CU'NW’' = (. Kako
je V1 C X otvoren u X, to je, po Napomeni ViNCIW' = (. Odavde
slijedi da je ANCIW' C VN CIW' = {).
Slicno, Vo NU' = M NVonNU CMNCVonU CWNU =10, paje i
BNCIU C VonCIU = (. Odavde slijedi, ANW' C ANCIW' =0 i
BnNnU CBNCIU = 0.

Dokazimo sada da je U’ N CIW’' = (). Pretpostavimo suprotno, tj. neka
postoji x € U' N CIW'. Kako je U C M otvoren u M, to postoji U; C X

otvoren u X takav daje Uy N M =U'. Sadajex e UNCIW =U; N MnN
CIwW'" C Uy nCIW’'. Kako je Uy € X otvoren, to je, po prethodnoj lemi,

14
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DAUNW =UNnMOW =U NW’' =, cime je dobivena kontradikcija.
Dakle U' N CIW' = {).

Analogno pokazujemo da je W’ N CIU’" = (). Odavde slijedi da je CI(AU
Uyn(BUW') = (CIAUCIU)N(BUW') = (CIANB)U (CIANW") U
(ClU'NB)UCIU'NW") = (ANB)U(ANW)U(CIU'NB)U(CIU'NW') =
PUOUOUD =0.

Sliéno, vrijedi (AUU)NC(BUW’') = (AUuU") N (CIBUCIW') =
(ANCIB)U(ANCIWHU(U'NCIB)U(U'NCIW") = (ANB)U(ANCIW")U
U'NB)UU'NCIW) =0UPUPUD = 0. Sada, po Lemi [1.22] postoje
otvoreni skupovi U, W C X u X takvidaje ANU CU, BUW' C Wi
Uunw =40.

Stavimo L := X\ (UUW). Skup L je separator skupova A i B u prostoru
X, jer, za otvorene skupove U, W C X, vrijedi ANU' C U, BUW' C W,
UNW =0iX\L=UUW. Nadalje, vrijedi M NL=MN{UUW) C
M N ({U'UW’)=L". Time je lema u potpunosti dokazana. m

Teorem 1.24 (Drugi teorem separacije za dimenziju 0) Neka je X me-
trizabilan prostor 1 Z C X 0-dimenzionalni separabilan potprostor od X.
Tada, za svaki par zatvorenih disjunktnih podskupova A, B C X od X, pos-
toji separator L skupova A i B takav da je LN Z = ().

Dokaz. Kako je X metrizabilan prostor, to je X normalan, pa, po jednoj od
karakterizacija normalnosti, za disjunktne zatvorene podskupove A, B C X,
postoje otvorene okoline V;, V5 od A i B redom takve da je CIV; N ClV; =
(). Po Prvom teoremu separacije za dimenziju 0, prazan skup je separator
skupova Z N CIVy i Z N ClV, u prostoru Z. Po prethodnoj lemi, postoji
separator L skupova A i B u prostoru X takav da vrijedi LNZ =0. =
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Teorem 1.25 Neka je M C X separabilan potprostor metrizabilnog prostora

X. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) M je 0-dimenzionalan.

(1) M je neprazan i, za svaku tocku x € X 1 svaku okolinu V' tocke x u X,

postoji otvoren skup U C X u X takav dajex € U CV i MNFrU = (.

(i1i) M je neprazan i, za svaku tocku x € M 1 svaku okolinu V tocke x u X,

postogi otvoren skup U C X u X takavdajex € U CV i MNFrU = (.

Dokaz. (i) = (ii) Pretpostavimo da je M 0-dimenzionalan. Tada je M # ().
Neka je x € X proizvoljna tockai V' C X po volji odabrana okolina od x u X.
Po Drugom teoremu o separaciji za dimenziju 0, postoji separator L tocke z i
skupa X \ IntV u prostoru X, takav da je LNM = (). Dakle, postoje otvoreni
skupovi UyW C X u X takvidajexz e U, X\ IntV CW, UNW =0 i
X\ L=UUW. Odavde slijedi da je x €¢ U C X\ W C IntV C V. Po
napomeni vrijedi FrU C L, paje FrUNM C LN M = 0.

(17) = (i17) O¢cito.

(17i) = (1) Pretpostavimo da je M neprazan i da, za svaku tocku = € M
i svaku okolinu V' tocke x u X, postoji otvoren skup U C X u X takav da je
xeUCViMnNFrU =0. Odavde odmah slijedi indM # —1. Dokazimo
jos da je indM < 0. Po propoziciji [I.13] dovoljno je dokazati da, za svaki
x € M i svaki zatvoren skup B" C M u M takav da je x ¢ B’, postoji
separator L' tovéke x i skupa B’ u prostoru M takav da je indL' = —1, tj.
L'=10.

Neka je x € M proizvoljna tocka i B C M po volji odabran zatvoren
skup u M takav da x ¢ B’. Tada postoji zatvoren skup B C X u X takav da
je BN M = B'. Ocito vrijedi = ¢ B, pa je X \ B otvorena okolina od z u X.
Po pretpostavci, postoji otvoren skup U € X u X takavdax € U C X\ B
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i MNFrU = (. Tada je skup U’ := U N M otvoren u M, a, po napomeni
[1.5] je FryU' C FrU. Kako je FryU' C M, to je FryU' C FrU N M = .
Iz ovoga slijedi da je U’ zatvoren u M, pa je W’ := M \ U’ otvoren u M.
Sada, vrijediz €e U', B =BNM C (X\U)NM=M\U=M\U =W,
UnNW =0iU UW' = M. Dakle, L' := M \ (U’ UW’) = () je separator

tocke x 1 skupa B’ u prostoru M. m

Propozicija 1.26 Neka je M C X potprostor separabilnog metrizabilnog
prostora X. M je 0-dimenzionalan ako i samo ako je neprazan i X ima

prebrojivu bazu B takvu da je M N FrU =0, za svaki U € B.

Dokaz. Pretpostavimo da je M 0O-dimenzionalan prostor. Tada je M nepra-
zan. Po Teoremu [1.25] za svaki z € X i svaku okolinu V' od z u X, postoji
otvoren skup Uy € X u X takavdajex € Uy CV i M N FrUy = (. Neka
je B(z) :={Uy : V C X je okolina tocke x u prostoru X} i By := |J B(x).
Tada je By baza prostora X za koju vrijedi FrUNM = (), za svaki UIEGXBO. Iz
Leme[1.16]slijedi da postoji prebrojiva baza B od X takva da je FrUNM = ),
za svaki U € B.

Obratno, neka je M neprazan i X ima prebrojivu bazu B takvu da je
M N FrU = (), za svaki U € B. Tada, ocito, za svaki z € X i svaku okolinu
V tocke x u X, postoji otvoren skup U C X u X takavdajex e U C Vi
M N FrU = (. 1z Teorema slijedi indM =0. =

Sljedeci teorem ¢e nam dati odgovor na pitanje moze li se O-dimenzionalan
prostor povecati na nacin da mu se dimenzija ne promijeni. Dokazat ¢emo
da, za svaki O-dimenzionalan prostor, postoji O-dimenzionalni natprostor koji
je ujedno i Gg-skup.

Prisjetimo se, za skup A iz prostora X kazemo da je Gs-skup (F,-skup),
ako se A moze prikazati kao presjek (unija) od prebrojivo mnogo otvore-

nih (zatvorenih) skupova iz X. Pojmovi Gs-skupa i Fj-skupa su dualni u
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sljede¢em smislu. Ako je A C X Gs-skup, onda je komplement X \ A od A
F,-skup i obratno.

Kako je svaki metrizabilan prostor savrSseno normalan, to je svaki zatvoren
skup u metrizabilnom prostoru Gs-skup. Prisjetimo se da za normalan pros-
tor X kazemo da je savrSeno normalan, ako je svaki zatvoren skup A C X iz
X Gs-skup.

Nadalje, ako je Y C X Gy-skup u prostoru X i Z C Y Gs-skup u Y, onda
je Z Gs-skup i u X. Naime, ako je Y C X Gs-skup u prostoru X i Z C Y

Gs-skup u Y, onda postoje otvoreni skupovi U,,, V,, € X u X, za svakin € N,

takvi da je
Z=JWuny)iv =]JU.
neN neN
Sada je
Z=U (Vp,nY)= U [Vnﬂ ( U Um)} =U U VuanUn,),
neN neN meN neNmeN

pa je Z Gs-skup u X.

Teorem 1.27 (Teorem o prosirenju za dimenziju 0) Neka je X metri-
zabilan prostor 1 Z C X separabilan 0-dimenzionalan potprostor od X. Tada
postoji 0-dimenzionalan potprostor Z* C X takav da je Z C Z* i Z* je Gy
skup u X.

Dokaz. Stavimo Y := ClZ. Kako je Z separabilan, to postoji prebrojiv
podskup D C Z takav da je Clz;D = Z. Bududi da je Z gust u Y i D gust
u Z,toje D gust uY, paje Y takoder separabilan metrizabilan prostor. Iz
prethodne propozicije slijedi da postoji prebrojiva baza B prostora Y takva
daje ZN FryU =), za svaki U € B. Definirajmo F := |J{FryU : U € B}.
F je F,-skup u 'Y, pa je njegov komplement u Y, Z* := Y \ F' Gs-skup u Y.
Kako je Y C X zatvoren podskup metrizabilnog prostora X, to je Y Gs-skup
u X, pa je Z*, takoder, Gs-podskup i od X. Nadalje, jer je Z N FryU = (),
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za svaki U € B, toje FNZ = 0, paje Z C Z*. Zasvaki U € B je
Z*N FryU = () i B je prebrojiva baza separabilnog metrizabilnog prostora

Y, pa je, po prethodnoj propoziciji, Z* 0-dimenzionalan prostor. m

Teorem 1.28 (Teorem sume za dimenziju 0) Neka je X separabilan me-
trizabilan prostor i (F,,n € N) niz zatvorenih 0-dimenzionalnih potprostora
F, € X prostora X tako da vrijediX = |J F,. Tada je X 0-dimenzionalan
prostor. e

Dokaz. Neka je A, B C X par disjunktnih zatvorenih podskupova prostora
X. Pokazat ¢emo da postoje otvoreni skupovi U, W C X u X takvi da je

ACU BCW, UnNW=0iUUW = X,

tj. da je prazan skup separator skupova A i B u prostoru X.
Rekurzivno ¢emo definirati dva niza (U,,n € Ny), (W,,n € Ny) otvorenih

podskupova U, W,, C X prostora X, takva da

Ui—l g Ui, Wi—l g Wi, za svaki ¢ € N, (11)

ClU;NCIW; =0, F; CU; UW; za svaki i € Ny, gdje je Fo=0. (1.2)

Kako je X metrizabilan prostor, to je X normalan, pa, po jednoj od karakte-
rizacija normalnih prostora, postoje otvoreni skupovi Uy, Wy C X u X takvi
da je

ACUy, BCWyiClUyNCIW, = 0.
Kako je Fy =0 C U UW, to su za Uy, W, ispunjeni uvjeti [1.1] i
Pretpostavimo da smo definirali skupove U;, W; koji zadovoljavaju relacije

[L.1)i[1.2] za svakii < k.
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Poglavlje 1. Mala induktivna dimenazija

Skupovi ClUg_1 N F}, i ClWy_1 N F} su zatvoreni u X i disjunktni, jer je
(ClUp_1 N F) N (CIWy_1 N Fy) C ClU1 N CIW,_1 = (. Kako je Fy 0-
dimenzionalan prostor i ClUy_1 N Fy, ClW}_1 N F}, zatvoreni disjunktni sku-
povi u Fj, to, po Prvom teoremu separacije za dimenziju 0, postoji zatvoreno-

otvoren skup V' C Fj, u Fj, takav da je
ClUy1NF, CViClWe1NE, CF\V.

Sada je

(ClU—1 UV) N [CIW 1 U (F\ V)] =

= [(ClU,_, UV)NCIW, 1] U[(CIU_ U V)N (F\ V)] =0U 0 = 0.

Kako je F, C X zatvoren u X, a V' i Fj, \ V zatvoreni u Fy, tosu Vi Fp \ V
zatvoreni i u X. Odavde slijedi da su ClU,_; UV, ClW, 1 U (F,\V) C X
zatvoreni i disjunktni skupovi u X. Buduéi da je prostor X normalan, slijedi
da postoje otvoreni skupovi U, W’ C X takvi da je

ClU,_ UV CU, ClW,_1 U(F,\ V) CW"iClU NCIW' = (.

Stavimo Uy, := U’, W}, := W’. Za otvorene skupove Uy, W), C X vrijedi:
Ui—1 € ClUp—y C ClU,1 UV C Uy,

Wiy CCIW_y CCIWp1 U (F\ V) C W,

ClU,NCIW, =01

Fe CVU(FN\V) C(ClUe— UV) U (CIW U (F \ V) C Up U W
Dakle, ispunjeni su uvijeti i . Time smo konstrirali nizove (U,,n €
No), (W,,n € Ny) s trazenim svojstvima.

Stavimo U := Ej Ui W = fj W;. Skupovi U, W C X su otvoreni u
X, te vrijedi A C 15[,) BCW. Nlaifalje U i W su disjunktni, jer da postoji
x € UNW, onda bi postojali 79, jo € Ny takvi da je x € Uy, i * € Wj,.
Odavde bi slijedilo # € Upnazfiojo} N Winastiojo} = 9, $to je kontradikcija.
Nadalje, kako je X = |J F), to, za svaki x € X, postoji n € N takav da je

neN

reF, CU,UW, CUUW,paje X=UUW.
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Time smo dokazali da, za svaki par disjunktnih zatvorenih skupova A, B C

X u X, postoje otvoreni skupovi U, W C X u X takvi da je
ACU BCW, UnNnW=0iUUW =X,

tj. prazan skup je separator skupova A i B. Sada, za proizvoljnu tocku
x € X 1 po volji odabran zatvoren skup B C X takav da z ¢ B, prazan
skup separira tocku x i skup B, tj. postoji separator L tocke x i skupa B za
koji vrijedi indL = —1. 1z Propozicije slijedi da je tndX < 0, a kako je
F,, € X 0-dimenzionalan, to je ) # F,, C X, za proizvoljan n € N, ocito je
mndX =0. m

Propozicija 1.29 Neka je (W), A € A) otvoreno-zatvoreni pokrivac regular-

nog prostora X. Ako je indWy =0, za svaki X € A, onda je indX = 0.

Dokaz. Neka je € X proizvoljna tocka i V' C X proizvoljna okolina tocke
x u X. Tada postoji A € A takav da je x € W,. Buduéi da je prostor
W) 0O-dimenzionalan i W) N V' okolina tocke x u W), postoji otvoren skup
U C Wy u W, takav da vrijedi x € U C W)\NV i Fry, U = 0. Odavde slijedi
da je skup U i zatvoren u W,. Kako je W) otvoreno-zatvoren u X, to je U
otvoreno-zatvoren u X. Dakle, F'rU = (), tj. indF'rU = —1. Buduéi da je
x € U CV, zakljuéujemo da je indX < 0. Ocito je X # 0, pa je indX = 0.
]

Sada ¢emo pokazati da je produkt prebrojive familije 0-dimenzionalnih
prostora O-dimenzionalan prostor. Prisjetimo se da ¢im je produkt X =
[T X; familije regularnih prostora (X;,7 € N) neprazan, svaki od prostora
l)e(lj ima svoju "kopiju” u produktu X, tj. X;, je homeomorfan potprostoru

Xio x [l A{=i}, gdjesuz; € X; , i € N\ {ip} proizvoljne tocke.
i€N,izi
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Poglavlje 1. Mala induktivna dimenazija

Teorem 1.30 (Teorem o produktu za dimenziju 0) Neka je (X;,i € N)
prebrojiva familija reqularnih prostora. Produkt X = ] X; je 0-dimenzionalan
ako i samo ako je prostor X; 0-dimenzionalan, za svzgllji 1 € N.
Dokaz. Pretpostavimo da je X 0-dimenzionalan. Tada je X # 0 1 X; # 0,
za svaki ¢ € N, pa je svaki od prostora X; homeomorfan nekom potprostoru
od X. Iz Teorema o potprostoru i ¢injenice da je mala induktivna dimenzija
topoloska invarijanta u klasi regularnih prostora, slijedi da je indX; = 0, za
svaki 7 € N.

Obratno, pretpostavimo da je indX; = 0, za svaki ¢ € N. Tvrdimo da je
indX = 0. Po Teoremu [1.14] dovoljno je dokazati da X ima bazu B takvu
da je indFrU = —1, za svaki U € B, tj. da X ima bazu koja se sastoji od

otvoreno-zatvorenih skupova u X. Naime,
indFrU =—-1 < FrU =0 < (= CIU\IntU < CIU = IntU = U.

Po Teoremu [[.14] za svaki ¢ € N, postoji baza B; prostora X; koja se sastoji

od otvoreno-zatvorenih skupova u X;. Stavimo

B:{UZ X---XUikX H Xilk?EN,il,...,ikEN,UijEBij,jzl,...,k’}.
ZEN\{’LL,’Lk}
Prvo, primjetimo da je svaki od skupova U;, x --- x U;, X I1 X;

ZEN\{Zl,,Zk}
otvoren (jer je element standardne baze produktne topologije) i zatvoren (jer

je produkt zatvorenih skupova) u X. Nadalje, B je baza od X. Naime, za
proizvoljnu tocku z = (z;) € X i po volji odabran otvoren skup U C X takav

da je z € U, postoji element W;, x--- x W, x 1T X; standardne baze
€N\{i1,... ik}
produktne topologije, takav da je x € W;, x --- x W, X I1 X, CU.
i€N\{i1,0 ik}
Sada, za svaki j € {1,...,k}, postoji element U;; € B;, baze B;; takav da je

ry; €Uy, CWi,pajex € Uy X---x Uy X I X; CTW,, x-o o x W, X
iEN\{’il,...,ik}
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Poglavlje 1. Mala induktivna dimenazija

IT X; CU. Kako je U;; x --- x U, % I X; € B, pokazano je
iEN\{il ..... ’Lk} ieN\{i1,--.,ik}
da je B baza prostora X. Dakle, X je O-dimenzionalan prostor. m

1.3 Teorem sume, Teoremi dekompozicije i
Teorem o produktu

U ovom odjeljku ¢emo navesti i dokazati vazne teoreme o ponasanju male
induktivne dimenzije prema operacijama s topoloskim prostorima i to u klasi
separabilnih metrizabilnih prostora.

Najprije dokazujemo Teorem sume.

Lema 1.31 Neka je X separabilan metrizabilan prostor. Ako postoje pot-
prostori Y, Z C X od X takvi da je indY < n —1 iwndZ < 0, onda je

indX <n.

Dokaz. Neka je x € X proizvoljna tockai V' C X po volji odabrana otvorena
okolina od z u X. Po Drugom teoremu o separaciji za dimenziju 0, postoji
separator L tocke x i zatvorenog skupa X \ IntV u prostoru X takav da
je LN Z =0, tj. postoje otvoreni skupovi U, /W C X u X takvi da vrijedi
reU, X\IntV CW, UNW =0iX\L=UUW,te(X\(UUW))NZ = 0.
Odavde slijedidajex € U C X\W C IntV CViZ C UUW. Po Napomeni
.11} je FrU C L, paje FrU C X\ (UUW) C X\ Z C Y. Iz Teorema o
potprostoru slijedi da je indFrU < indY <n — 1. Dakle, indX <n. m
Opcenito, potprostor separabilnog prostora ne mora biti separabilan, no
potprostor 2-prebrojivog prostora je uvijek 2-prebrojiv. Kako su kod mme-
trizabilnih prostora pojmovi separabilnosti i 2-prebrojivosti ekvivalentni, to
je potprostor separabilnog metrizabilnog prostora uvijek separabilan metri-

zabilan prostor.
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Teorem 1.32 (Teorem sume) Neka je X separabilan metrizabilan pros-
tor, n € Ny i (F;, i € N) prebrojiva familija zatvorenih potprostora F; C X
prostora X tako da je indF; < n, za svaki i € N, te X = |J F;. Tada je
indX <n. o
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n.

Zan = 0, tvrdnja slijedi iz Teorema sume za dimenziju 0 koji smo dokazali
u prethodnom poglavlju. Naime, ako postoji ¢ € N takav da je indF; = 0,
onda za prebrojivu familiju (Fj,j € J), gdje je J = {i € N : F, # 0},
zatvorenih skupova F; C X, vrijedi indF; = 0, za svaki j € J1 X = |J F},
pa je indX = 0. Ako je indF; = —1, za svaki ¢ € N, onda je F; = (), zazesi/aki
i € N, paje X =0, odnosno indX = —1.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi, za svaki k < n > 1, i neka je (F;) niz

zatvorenih potprostora F; C X od X tako da je indF; < n, za svaki ¢t € N i

X = | F;. Po Teoremu [1.15| svaki potprostor F; C X ima prebrojivu bazu
ieN
B; takvu da je indFrr,U < n — 1, za svaki U € B,.

Stavimo Y := |J{FrrU : i € NNU € B;}. Za svaki U € |J B;, skup
ieN
FrpU C F; je zatvoren skup u Fj, a kako je F; C X zatvoren u X, to je

FrpU C X zatvoren i u X, pa je zatvoren i u potprostoru Y C X. Dakle,
separabilni metrizabilan prostor Y mozemo prikazati kao uniju prebrojive
familije (FrgrU,i € N,U € B;) zatvorenih podskupova FrpU C Y takvih da
je indFrpU <n — 1. Iz pretpostavke indukcije slijedi indY <n — 1.

Stavimo Z; := F; \' Y C Fj, za svaki ¢ € N. Tvrdimo da je indZ; < 0. Po
Propoziciji [1.26] dovoljno je dokazati da F; ima prebrojivu bazu B takvu da
je Z;NFrU = (), za svaki U € B.. No, to upravo vrijedi za bazu B; od F; jer
je, zasvaki U € B; FrU CY.

Sada definirajmo Z := |J Z; = X \Y. Kakoje FNZ =F,N(X\Y) =

ieN
F,\Y = Z;, to je Z; C Z zatvoren u Z, za svaki ¢ € N. Dakle, separabilan
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metrizabilan prostor Z mozemo prikazati kao uniju prebrojive familije (Z;, i €
N) zatvorenih skupova Z; C Z takvih da je indZ; < 0. Iz Teorema sume za
dimenziju 0 slijedi indZ < 0.
Primjenom prethodne leme dobivamo indX <n. m

Teoremi dekompozicije nam daju jos jednu karakterizaciju nejednakosti

indX <n > 0,itopomocu rastava (dekompozicije) prostora na potprostore.

Teorem 1.33 (Prvi teorem dekompozicije) Neka je X separabilan me-
trizabilan prostor i n € Ng. Vrigedi indX < n ako i samo ako postoje pot-

prostori Y, Z C X prostora X takvi da je
mdY <n—1, mdZ<0:X=YULZ

Dokaz. Dovoljnost smo dokazali u Lemi [I.31, pa je dovoljno dokazati
nuznost.

Pretpostavimo da je indX < n. Po Teoremu[I.15] X ima prebrojivu bazu
B takvu da je indFrU <mn — 1, za svaki U € B. Definirajmo Y := | J{FrU :
UeB}iZ:=X\Y. SadaY mozemo prikazati kao uniju prebrojive familije
(FrU,U € B) zatvorenih skupova Fru NY = FrU C Y u Y takvih da je
mdErU < n —1, za svaki U € B. Iz Teorema sume slijedi indY < n — 1.
Nadalje, za svaki U € B je FrU N Z = (), pa iz Propozicije slijedi
mndZ < 0. Ocito vrijedi X =Y UZ. m

Iz Prvog teorema dekompozicije lako indukcijom dobijemo Drugi teorem

dekompozicije:

Teorem 1.34 (Drugi teorem dekompozicije) Neka je X separabilan me-
tricki prostor i n € Ny. Tada je indX < n ako @ samo ako, za svaki
i€{l,...,n+ 1}, postoji potprostor Z; C X prostora X, tako da vrijedi

n+1
indZ; <0, za svakii € {1,...,n+1} i X = UZi‘

=1
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Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Za n = 0 tvrdnja je ocito
ispunjena. Pretpostavimo da, za svaki k < n, vrijedi tvrdnja teorema.

Neka je indX = n. Po Prvom teoremu dekompozicije, postoje potpros-
tori Y i Z prostora X takvi da je indY < n—1,indZ <01 X =Y UZ.
Po pretpostavci indukcije, postoje potprostori Zy,...,72, C Y prostora Y
takvi da je indZ; = 0, za svaki i € {1,...,n} 1Y = G Z;. Sada su
Zoroo 7o Zoy = Z C X potprostori od X takvi da jo indZ; — 0, za
svaki i € {1,...,n—|—1}iX:YUZ:7‘DlZi.

Obratno, pretpostavimo da postoje ;):(;tprostori Z; € X prostora X 1 €
{1,...,n+ 1} takvi da vrijedi

n+1
indZ; <0 zasvakiie€ {1,....n+1}i X = J Z.

i=1

Po pretpostavci indukeije, za prostor Y := J Z; vrijedi indY < n—1. Sada,
i=1
iz Prvog teorema dekompozicije slijedi indX <n. m
Jedna od posljedica Drugog teorema dekompozicije je Teorem adicije:

Teorem 1.35 (Teorem adicije) Neka je X separabilan metrizabilan pros-

tor v X1, Xo C X potprostori od X. Tada je
mdX < indX; +indXs + 1.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji i € {1,2} takav da indX; = co. Tada
je ocito indX = oo jer bi, u suprotnom, iz Teorema o potprostoru slijedilo

oo = indX; < indX < oo. Dakle,
mdX = oo = indX; +indXs + 1,

pa u ovom sluc¢aju tvrdnja teorema vrijedi.
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Pretpostavimo da je indXy,indX, < oo, tj. neka postoje ny,n, € N U

{0, —1} takvi da je indX; = ny i indXs = ny. Po Drugom teoremu dekompo-

zicije, postoje O-dimenzionalni potprostori Zy,..., Z,,+1 € X; prostora X; i
n1+1 na+1
Yi,..., Y11 € Xy prostora Xy takvidaje X3 = | Z;1 Xo = | V. Sada
i=1 i=1
n1+1 nao+1
jeX=XUuXo=(U Z)uU(U Yi), pa, po Drugom teoremu dekompozi-
i=1 i=1

cije, vrijedi indX < (ni+1)+(na+1)—1 = n;+ns+1 = indX; +indX,+1.
]
Teorem o prosirenju nam govori kako separabilan potprostor metrizabil-

nog prostora dopusta prosirenje do G-prostora bez povecanja dimenzije.

Teorem 1.36 (Teorem o prosirenju) Neka je X metrizabilan prostor, M C
X separabilan potprostor prostora X in € NU{—1,0}. Ako vrijedi indM <
n, onda postoji Gs-skup M* C X u X takav da je M C M* iindM < indM*.

Dokaz. Pretpostavimo da je indM < n. Tada, po Drugom teoremu de-

kompozicije, postoje potprostori Z1,..., 2,11 € M takvi da je indZ; <0, za
n+1

svakii € {1,...,n+1}1 M = |J Z;. Po Teoremu o prosirenju za dimenziju
i=1

0, svaki Z; mozemo prosiriti do Gs-skupa Z; u prostoru X tako da vrijedi

indZF <0,zasvakiie€ {l,...,n+1}.
Sada, za prostor M* := nol Z7 vrijedi da je Gs-skup u X, jer je konac¢na unija
Gs-skupova. Nadalje, izllz)lrugog teorema o dekomopoziciji slijedi indM* < n
i vrijedi M = n01 Z; C nol Zr=M"m

Teoremi se;iracije i)zolvezuju pojam separatora skupova u prostoru X s

nejednakoscu indX < n. Osim §to su poopéenja Prvog i Drugog teorema o
separaciji za dimenziju 0, Prvi teorem separacije dat ¢e nam odgovarajuée
poopéenje Propozicije [1.13] u smislu da smo u Propoziciji trazili sepa-
rator tocke i zatvorenog skupa koji tu tocku ne sadrzi, dok ¢emo u Prvom

teoremu separacije traziti separator dvaju disjunktnih zatvorenih skupova.
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Nadalje, Propozicija [1.13] je vrijedila u proizvoljnim regularnim prostorima,

dok se ovdje ogranicavamo samo na separabilne metrizabilne prostore.

Teorem 1.37 (Prvi teorem separacije) Neka je X separabilan metriza-
bilan prostor i n € Ny. Ako je indX < n, onda, za svaki par disjunktnih
zatvorenih podskupova A, B C X prostora X, postoji separator L skupova A
i B takav da je indL <n — 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je indX < ninekasu A, B C X disjunktni zatvo-
reni podskupovi od X. Po Prvom teoremu dekomozicije, postoje potprostori
YZ C X od X takvidaje X =Y UZiindY <n-—1,ndZ < 0. Ako je
mdZ = 0, po Drugom teoremu separacije za dimenziju 0, postoji separator L
skupova A i B u X takav da je LN Z = (). Kako je X metrizabilan prostor,
to je X normalan, pa, svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova od X
mozemo separirati. Ako je indZ = —1, onda je Z = (), pa za proizvoljan
separator L skupova A i B u prostoru X, vrijedi Z N L = (). Dakle, u sva-
kom slucaju, postoji separator L skupovaA i B u prostoru X takav da je
ZNL=0.

Kako je L C X\ Z CY to je, po Teoremu o potprostoru, indL < indY =

n—1. m

Teorem 1.38 (Drugi teorem separacije) Neka je X metrizabilan pros-
tor, M C X separabilan potprostor od X in € Ny. Ako je indM < n, onda,
za svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova A, B C X prostora X, postoji
separator L skupova A i B u X takav da je ind(M N L) <n—1.

Dokaz. Pretpostavimo da je indM < ninekasu A, B C X disjunktni zatvo-
reni podskuovi od X. Po Prvom teoremu dekomozicije, postoje potprostori

Y, Z C M od M takvida je M =Y U Zte indY <n—11indZ <0. Kako
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je indZ < 0, onda, kao u dokazu prethodnog teorema, postoji separator L
skupova A i B u prostoru X tako da je Z N L = ().

Buduéidaje MNLC MN(X\Z)=M\Z CY, toje, po Teoremu o
potprostoru ind(M N L) <indY. m

Lema 1.39 Neka su X 1Y topoloski prostori + U C X, V CY podskupovi

od X 1Y redom. Tada za granicu u topolosSkom produktu vrijedi:

Fr(U x V) = (CIU x FrV)U (FrU x CIV)

Dokaz. Fr(U x V) =CI(U x V)N Cl((X < VI\ (U xV)) =
- (OlUxClV)ﬂOl[((X\U) x (Y\V)) U (Ux (Y\V)> u((x\U) xv)] -
- [(CZU % CIV) N Cl((X \ ) x (V'\ V))] U
U :(CZU X CIV) mCl(U X (Y\V))] U [(CZU x CIV) mCl((X \U) x V))] -
- [(CJU x CIV) N <Cl(X \U) x CI(Y \ V))]u
:(OZU % CIV) N (OlU x CU(Y \ V))] U
[(CIU x CIV) N (Ol(X \ U) x czv)} -
[(OzU NCUX\ U)> x (czv NCUY \ V))] U
ulcw x ((sz NCUY \ V))] U [((JZU NCUX\ U)) x sz} -
— (FrU x FrV) U (CIU x FrV)U (FrU x CIV) =
— (CIU x FrV)U (FrU x CIV) m

cC C

Teorem 1.40 (Teorem o produktu) Neka su X # () i Y separabilni me-

trizabilni prostori. Tada je
ind(X xY) <indX + indY

Dokaz. Ako je indX = oo ili indY = oo tvrdnja ocCito vrijedi. Pa, pretpos-
tavimo da je k(X,Y) := indX +indY € NU{—1,0}. Tvrdnju ¢emo dokazati
indukcijom po k(X,Y).
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Ako je k(X,Y) = —1, onda je nuzno indX = 01iindY = —1,tj. Y = 0.
Slijedi da je X X Y = (), odnosno ind(X xY) = —1=indX +indY .
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi kad god je k(X,Y) < k > 0 i neka je
k(X,Y) = k. Ako je indY = —1, onda je Y = 0, pa je indX =k + 1 i
X xY =0. Dakle, ind(X xY)=—-1<k=(k+1)—1=indX + indY.
Zato, pretpostavimo da je indY > 0. Tada postoje n,m € Ny takvi da je
mdX =n, indY =min+m=k.

Neka je (x,y) € X x Y proizvoljna tocka i W C X x Y okolina tocke (z,y)
u X x Y. Tada postoje okoline U’ C X odzu X i V' CY odyuY, takve
da je (z,y) € U' x V' C W. Kako je indX = n iindY = m, to postoje
otvoreni skupovi U C X i V C Y u X i Y redom, takvi da je x € U C U’,
yeV V' indbrU <n—11iindFrV <m—1.

Po prethodnoj lemi, je Fr(U x V) = (CIU x FrV)U (FrU x CIV) C (X X
FrV)U(FrU xY). Kako je k(X, FrV) = indX +indFrV <n+(m-1) < k
i kE(FrU)Y) = indFrU 4+ indY < (n —1) + m < k, to je, po pretpostavci
indukcije, ind(X x FrV) <indX +indFrV <n+(m—1)iind(FrUxY) <
indErU +indY < (n—1)+m. Skupovi X x FrV i FrU x Y su zatvoreni u
X XY, pasu zatvoreni i u prostoru (X x FrV)U(FrU xY) C X xY. Sada,
po Teoremu sume, vrijedi ind((X x FrV)U(FrUxY)) <n4+m—-1=Fk—1.
Po Teoremu o potprostoru, je indFr(UxV) < ind((X x FrV)U(FrUxY)) =
k — 1. Odavde slijedi da je ind(X xY) < k =indX +indY. m

30



Poglavlje 2

Velika induktivna dimenzija

2.1 Definicija i osnovna svojstva

U ovom odjeljku ¢emo definirati pojam velike induktivne dimenzije. Doka-
zat ¢emo osnovna svojstva velike induktivne dimenzije, svojevrsne analogone
odgovarajucih teorema o maloj induktivnoj dimenziji. Velika induktivna di-
menzija definira se za normalne prostore. Najveca razlika u odnosu na malu
induktivnu dimenziju je da za veliku induktivnu dimenziju ne vrijedi Teorem
o potprostoru. Kao prvo, potprostor normalnog prostora uopée ne mora biti
normalan, a drugo c¢ak i kad je potprostor normalnog prostora normalan,
moze se dogoditi da je velika induktivna dimenzija potprostora strogo veca
od velike induktivne dimenzije prostora.

Najprije definiramo veliku induktivnu dimenziju:

Definicija 2.1 Neka je X normalan prostor. Velika induktivna dimenzija
(ili Brouwer-Cechova dimenzija) od X, u oznaci IndX, je element skupa

{-=1,0} UNU {0} takav da vrijedi:

(BC1) IndX = —1 ako i samo ako je X =),
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(BC2) IndX <n , zan € NU{0}, ako, za svaki zatvoren skup A C X i svaki
otvoren skup V. C X takav da je A C V', postoji otvoren skup U C X

tako da je
ACUCYV ¢ IndFrU <n-—1.

(BC3) IndX = n, ako je IndX < n ilIndX >n —1, tj. ne vrijedi IndX <

n—1.
(BC4) IndX = oo, ako je IndX > n, za svakin € NU{—1,0}.

Kao i za malu induktivnu dimenziju, za veliku induktivnu dimenziju vri-

jedi da je topoloska invarijanta:

Lema 2.2 Neka su X 1Y homeomorfni normalni prostori © neka je IndX €

NuU{-1,0}. Tada je IndY < IndX.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n = IndX € NU {—1,0}. Pret-
postavimo da je IndX = —1. Tada je X = (), a kako je Y homeomorfan X,
tojeY =0, onda je i IndY = —1.

Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za svaki normalan prostor velike
induktivne dimenzije strogo manje od n > 0 i neka je IndX = n. Dokazimo
da je IndY < n. Neka je f : X — Y homeomorfizam , A C Y proizvoljan
zatvoren skupu Y i V C Y po volji odabran otvoren skup V" C Y u Y takav
da je A C V. Tada je f~1(V) C X otvoren skup, a f~}(A) C X zatvoren
skup u X i vrijedi f71(A) C f~1(V) . Kako je IndX = n, to postoji otvoren
skup W C X takav da je

fFUA) eWw C fYV)iIndFrW <n—1

Sada je U := f(W) C Y otvoren podskup od Y za koji vrijedi A =
F(f7YA) C fW) =U C f(f*(V)) = V. Kako je f|F7~W : FrWo—
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FrU homeomorfizam i IndFrW < n — 1, po pretpostavci indukcije, vrijedi

IndFrU <n —1. Dakle, IndY <n=1IndX. m

Teorem 2.3 Velika induktivna dimenzija je topoloska invarijanta u klasi

normalnih prostora.

Dokaz. Neka su X i Y homeomorfni normalni prostori. Ako je IndX €
N U {-1,0}, onda je, po prethodnoj lemi IndY < IndX. Sada je, ocito,
IndY € NU{-1,0}, pa je, po prethodnoj lemi, IndX < IndY, odnosno
IndX = IndY .

Pretpostavimo sada da je IndX = oo i dokazimo da je IndY = oo. Kada
bi IndY = n < oo, onda bi, po prethodno dokazanom, vrijedilo IndX =
IndY =n. Dakle, IndY =oco=1IndX. m

Opcenito, potprostor normalnog prostora ne mora biti normalan, medutim,
svaki zatvoren potprostor normalnog prostora je normalan. Za zatvorenie
potprostore normalnog prostora definirana je velika induktivna dimenzija i

vrijedi:

Teorem 2.4 (Teorem o potprostoru za veliku induktivnu dimenziju)

Za svaki zatvoreni potprostor M mnormalnog prostora X, vrijedi IndM <

IndX.

Dokaz. Neka je M C X zatvoreni potprostor normalnog prostora X. Pret-
postavimo da je IndX = oo. Tada je, ocito, IndM < IndX, pa pretpos-
tavimo da je IndX =n € NU{-1,0}. U ovom slucaju dokaz provodimo
indukcijom po n = IndX € NU{-1,0}.

Neka je IndX = —1. Tada je X =0, pajei M = 0, a time i IndM =
-1 < IndX.

Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi, za svaki prostor male induktivne
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dimenzije strogo manje od n > 0, i neka je IndX = n. Neka je A C M
proizvoljan zatvoren podskup od M i V' C M po volji odabran otvoren skup
u M takav da je A C V. Tada postoji otvoren skup W C X u X takav da je
WnNM =1V. Kako je M C X zatvoren, to je A C X zatvoren i u X, pa kako
jeIndX =niACV =MNW CW, to postoji otvoren podskup U C X
od X takavdaje ACU CWilndFrU < n-—1. Sada, za otvoreni podskup
MNUCModM, vrijedi ACUNM CWnNM =1V. Po Napomeni [L.5]
je Fryy(UN M) C FrU. Skup Fry(UN M) C M je zatvoren u M. Kako
je M C X zatvoren u X, to je Fry (U N M) zatvoren i u prostoru X, pa
i u prostoru FrU. Budu¢i da je IndFrU < n — 1, to je, po pretpostavci
indukcije, IndFry (UNM) < IndFrU < n—1. Dakle, IndM <n = IndX.

Teorem 2.5 Neka je X normalan prostor ¢ IndX =n € N. Tada, za svaki
k€ {0,1,...,n— 1}, postoji zatvoren potprostor M, C X od X takav da je

Dokaz. Kaoiu dokazu da svaki regularni potprostor male induktivne dimen-
zije n ima zatvorene potprostore male induktivne dimenzije k € {0,1,...,n—
1}, dovoljno je pokazati da postoji zatvoren potprostor M C X takav da je
IndM =n — 1.

Kako je IndX > n — 1, to postoji zatvoren skup A C X u X i otvoren
skup V C X u X takav da je A C V i, za svaki otvoreni skup U C X takav
daje ACUCV,jeIndFrU >n— 2. S druge strane, jer je IndX < n, to
postoji otvoren skup W C X takavdaje ACW CVilIndFrW <n —1.
Odavde slijedi n — 1 > IndFrW > n — 2, pa je IndFrW =n — 1. Sada, za
zatvoreni skup M := FrW , vrijedi IndM =n—1. =

Kao i u slu¢aju male induktivne dimenzije i kod velike induktivne dimen-

zije mozemo karakterizirati nejednakost IndX < n pomocu separatora:
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Teorem 2.6 Neka je X normalan prostor in € NU{0}. Tada je IndX <n
ako i samo ako, za svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova A, B C X,

postoji separator L skupova A i B tako da je IndL <n — 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je IndX < n i neka je A,B C X proizvoljan
par disjunktnih zatvorenih podskupova od X. Po jednoj od karakterizacija

normalnih prostora, postoje otvoreni skupovi Vi, Vo C X u X takvi da je
ACV), BCV,iClViNnClVy= 0.

Kako je IndX < n, postoji otvoren skup U C X u X takavdaje A C U C V}
i IndFrU < n — 1. Stavimo, W =: X \ CIU. Buduéi da je CIU C CIV; C
X\ ClVy C X\ V; to, za otvorene skupove U, W C X vrijedi:

ACU BCVWCX\CIU=WiUnNnW =40.

Skup L := X\(UUW)=X\(UU(X\CIU))=(X\U)NX\ (X \CIU)) =
CIU\ U = FrU je separator skupova A i B, te vrijedi IndL = IndFrU <
n— 1.

Obratno, pretpostavimo da, za svaki par disjunktnih zatvorenih podsku-

pova A, B C X, postoji separator L skupova A i B takav da je IndL <n—1.
Dokazimo da je IndX < n.
Neka je A C X proizvoljan zatvoren skup u X i V. C X po volji odabran
otvoren skup V' C X u X takav da je A C V. Po pretpostavci teorema,
postoji separator L skupova A 1 X \ V takav da je IndL < n — 1, odnosno,
postoje otvoreni skupovi U, W C X takvi da je

ACU X\VCW, UNnW=0iX\L=UUW.

Odavde slijedi A C U C X \ W C V. Po Napomeni je FrU C L, pa
je, po Teoremu o potprostoru za veliku induktivnu dimenziju, IndFrU <

IndL <n —1. Dakle, IndX <n. =
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Dimenzija pokrivanja

3.1 Definicija i osnovna svojstva

Da bismo definirali dimenziju pokrivanja, najprije, definirajmo pojam reda

familije skupova.

Definicija 3.1 Neka je A = (Ax, X € A) familija podskupova Ay C X od X .
Neka je N C NU{0,—1} takav da je n € N ako i samo ako postoji n + 1
medusobno razlicitih ¢lanova familije A kojima je presjek neprazan.

Red familije A, u oznaci ord A, je maksimum skupa N, ako je N ogranicen,
odnosno oo, ako N nije ogranicen. U tom slucaju kaZemo da je familija A

beskonacnog reda.

Uocimo sljedece. Ako je A = (Ax, A € A) familija podskupova A, C X
skupa X reda ordA = n, onda, za n + 2 proizvoljnih medusobno razli¢itih
skupova Ay, ..., Ay, 1o familije A, vrijedi Ay, N---N Ay, 12 = 0. Nadalje,
ako je ord A = —1, onda je Ay = (0, za svaki A € A. Ako je ordA = 0, onda su
svaka dva razlicita ¢lana od A disjunktna i postoji bar jedan neprazan clan.

Dimenzija pokrivanja definira se pomoc¢u pokrivaca prostora. Prisjetimo se:
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Kazemo da je familija A = (A), A € A) podskupova A, skupa X pokrivac
skupa X, ako je X = J Aj. Za pokriva¢ A kazemo da je konacan (prebrojiv)
ako je A konacan (pré\gll}ojiv). Akoje N CAiX = |J A, onda kazemo da
je Ag = (Ax, A € A') potpokrivac od A. e

Kazemo da je pokriva¢ C = (C,,u € M) skupa X profinjenje pokrivaca
A = (Ayx,\ € A) i pisemo C < A, ako, za svaki u € M, postoji A € A, tako
da je C), C A,.

Ocito je svaki potpokrivac Ay od A ujedno i profinjenje od A.

Definicija 3.2 Neka je X normalan prostor. Dimenzija pokrivanja, (ili Cech-
Lebesgueova dimenzija) od X, u oznaci dimX, je element skupa {—1,0} U

NU {oo} takav da vrijedi:

(CL1) dimX <n , zan € NU{=1,0}, ako svaki konacan otvoren pokrivac

od X ima konacno otvoreno profinjenje reda manjeq ili jednakog n,
(CL2) dimX = n, ako dimX < n idimX > n—1, tj. ne vrijedi dimX < n—1,

(CL3) dimX = oo, ako je dimX > n, za svakin € NU {—1,0}.

Primjetimo da je dimX = —1 ako i samo ako je X = ). Doista, neka je
X = (X) jednoclan otvoren pokriva¢ prostora X. Jedino profinjenje tog
pokrivaca je sam taj pokrivac. Ako je dimX = —1, onda je ord(X) < —1,
tj. ord(X) = —1, paje X = 0.

Obratno, ako je X = (), onda je svaki povriva¢ A prostora X oblika (A, \ €
A), Ay = X = (), za svaki A € A. Za svaki takav pokrivac vrijedi ordA = —1,
pa je dimX = —1.

Neka su A; = (A4, A € A;) , i € {1,...,k} pokrivaci skupa X. Neka je

Ay A NAg = (A, NN AY (M ) €A X X A)
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familija podskupova od X. Familija A; A --- A A, je pokriva¢ skupa X i
profinjenje od A;, za svaki i € {1,...,k}. Naime, za svaku tocku x € X,
postoje Ay € Ay, ..., A\, € A takvi da je x € A} N---N A} . Nadalje, vrijedi

dajeALlﬂ~'ﬂA’;k C A

Lozasvakic € {1, k) i e N =1,k

proizvoljne.
Stovige, ako su .A; otvoreni (zatvoreni) pokrivaci topoloskog prostora X, za
svaki i € {1,...,k}, onda je i A; A -+ A Ay otvoren (zatvoren) pokrivaé od
X.
Ako je A; konacan, za svaki i € {1,...,k}, onda je A; A --- A A konacan
pokriva¢ od X.
Neka je A = (A, A € A) pokriva¢ skupa Y i f : X — Y preslikavanje.
Tada je f~!(A) := (f1(A)), A € A) pokrivac skupa X.
Ako je A otvoren (zatvoren) pokriva¢ prostora Y i f : X — Y neprekidno
preslikavanje, onda je f~(A) otvoren (zatvoren) pokriva¢ prostora X.
Ako je A konacan pokriva¢ od Y, onda je f~!(A) konacan pokriva¢ od X.
Neka je M C X podskup skupa X i A = (A\, A € A) pokriva¢ od X.
Tada je (M N Ay, A € A) pokriva¢ skupa M kojeg oznacavamo s A|M
Ako je ordA < n, onda je ordA|M < n. Naime, za n + 1 razli¢itih ¢lanova
AN M,... A1 N M pokrivaca A|M skupa M vrijedi: ako je (A1 N M) N
~N(ApaNM)=(A1N---NA,1)NM#0, onda je AyN---NA,q #0.
Ako je A konacan pokriva¢ od X, onda je A|M konacan pokriva¢ podskupa
M.
Ako je A otvoren (zatvoren) pokriva¢ prostora X, onda je A|M otvoren

(zatvoren) pokriva¢ potprostora M.

Lema 3.3 Neka su X i Y homeomorfni normalni prostori i neka je dimX &€

NuU{-1,0}. Tada je dimY < dimX.
Dokaz. Pretpostavimo da je dimX = n. Dokazimo da je dimY < n.
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Neka je f : X — Y homeomorfizam i A = (A;,i € {1,...,k}) proizvoljan
konac¢an otvoren pokriva¢ prostora Y. Tada je f~1(A) := (f1(A),i €
{1,...,k}) konacan otvoren pokriva¢ prostora X. Kako je dimX < n, to
postoji konacno otvoreno profinjenje B = (B;,j € {1,...,m}) od f~(A).
Sada je f(B) = (f(B;),7 € {1,...,m}) konacan otvoren pokriva¢ od Y.

Nadalje, za proizvoljan j € {1,...,m}, postoji ¢ € {1,...,k} takav da je
f(Bj) C f(fH(A)) = A,

pa je f(B) kona¢no otvoreno profinjenje od A. Dakle, dimY < n = dimX.

Teorem 3.4 Dimenzija pokrivanja je topoloska invarijanta u klasi normal-

nih prostora.

Dokaz. Neka su X i Y homeomorfni normalni prostori. Ako je dimX €
N U {-1,0}, onda je, po prethodnoj lemi, dimY < dimX. Sada je, ocito,
dimY € NU {-1,0}, pa je, po prethodnoj lemi, dimX < dimY", odnosno
dimX = dimY .

Pretpostavimo, da je dimX = oo i dokazimo da je dimY = oco. Kada
bi vrijedilo dimY = n < oo, onda bi, po prethodno dokazanom, slijedilo
dimX = dimY = n. Dakle, dimY = oo =dimX. m

Kao i kod velike induktivne dimenzije, svaki zatvoren potprostror M nor-
malnog prostora X je dimenzije pokrivanja manje ili jednake dimenziji po-

krivanja prostora X.

Teorem 3.5 Neka je M zatvoren potprostor normalnog prostora X. Tada

je dimM < dimX.

Dokaz. Tvrdnja ocito vrijedi ako je dimX = oo. Pretpostavimo da je

dimX =n € NU{—1,0}. Neka jed = (U;,i € {1,...,k}) konacan otvoren
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pokrivaé¢ prostora M. Za i € {1,...,k}, neka je W; C X otvoren podskup od
X za koji vrijedi M NW; = U;. Definirajmo Wy := X\ M. Familija (W;,i €
{1,...,k +1}) je, ocito, konacan otvoren pokriva¢ prostora X, pa, kako je
dimX = n, to postoji konacno otvoreno profinjenje V = (V;,i € {1,...,m})
pokrivaca (W;,i € {1,...,k + 1}) reda ordV < n. Sada je V|M konacan
otvoren pokriva¢ prostora M reda manjeg ili jednakog n. Pokriva¢ V|M je
profinjenje od U. Naime, za svaki i € {1,...,m}, postoji j € {1,...,k+ 1}
takav da je V; C W;. Sada je V;N M C W; N M. Cim je V; N M # 0, vrijedi
j # k+1. Naime, uslucajudaje j = k+1, slijedi ) £ V,NM C Wy 1 NM =
(X\M)NM =10. Ako je ;N M = 0, onda je V,;N M C W; N M, za
svaki j € {1,...,k}. Dakle, za svaki i € {1,...,m}, postoji j € {1,...,k}
takav da je V;N M C W; N M C Uy, tj. V|M je konac¢no otvoreno profinjenje
pokrivaca U reda ordV|M < n. Time smo dokazali da je dimM < n = dimX.
]

U sljede¢em teoremu navest ¢emo dvije korisne karakterizacije nejedna-
kosti dimX < n. U drugoj karakterizaciji koristit ¢e se pojam umanjenja

pokrivaca.

Definicija 3.6 Za pokriva¢ B = (By, A € A) kazemo da je umanjenje po-
krivaca A = (Ax, A € A), ako je By C Ay, za svaki X € A.

Napomena 3.7 Ocito je svako umanjenje B pokrivaca A ujedno i profinje-
nje pokrivaca A. Takoder vrijedi ordB < ordA, jer By, N---N By, # 0
povlaci Ay, N---N Ay, #0.

Teorem 3.8 Neka je X normalan prostorin € NU{—1,0}. Tada su sljedece

turdnge ekvivalentne:

(i) dimX <n.
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(11) Svaki konacan otvoren pokrivac prostora X ima otvoreno profinjenje

reda manjeq ili jednakog n.

(111) Svaki konacan otvoren pokrivac prostora X ima otvoreno umangjenje

reda manjeq ili jednakog n.

Dokaz. (i) = (it) Ocito.

(17) = (i1i) Neka vrijedi (i7). Dokazimo da svaki kona¢an otvoren po-

kriva¢ prostora X ima otvoreno umanjenje reda manjeg ili jednakog n. Neka
je (Ui,i € {1,...,k}) proizvoljan otvoren konacan pokriva¢ prostora X i
neka je ¥V = (Vj, A € A) otvoreno profinjenje od (U;,7 € {1,...,k}) takvo
da je ordV < n. Bez gubitka opcenitosti, pretpostavimo da su svi ¢lanovi
pokrivaca V medusobno razliciti. Za svaki V' € V, neka je i(V) € {1,...,k}
takav da je V' C Uyy). Takav i(V) sigurno postoji, jer je V profinjenje od
(Ui € {1,...,k}).
Definirajmo W; := |{V : i(V) = i}, za svaki ¢ € {1,...,k}. Tada je
(Wiyi € {1,...,k}) otvoreno umanjenje od (U;,i € {1,...,k}) jer je, za
svaki i € {1,...,k}, W; C U;. Dokazimo da je ord(W;,i € {1,...,k}) < n.
Za svaki ¢ € {1,...,k}, neka je A; := {\ € A : i(V)) = i}. Tada je
{A; i e{l,... k}} particija od A.

Pretpostavimo da postoje medusobno razliciti i, ..., € {1,..., k}
takvi da su W;,, ..., W, ,, medusobno razli¢iti i da je W;, N---NW; ., # 0.
Kako je Wi, = U{Vix : A € A}, to postoje A;; € Ay, ..., N, € Ay, takvi
daVy, N---NVy, , #0. Skupovi Vi, zaj €{l,....,n+2}, sumedusobno
razliciti, jer je {A; : 7 € {1,...,k}} particija od A i svi ¢lanovi pokrivaca V
su medusobno razliciti. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je ordy < n.
Dakle, ne postoji n 4+ 2 medusobno razli¢ita ¢lanova pokrivaca W koji imaju

nepraznan presjek. Odatle slijedi ordWW < n.
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(i49) = (i) Pretpostavimo da vrijedi (ii¢). Dokazimo da je dimX < n.
Kako je svako umanjenje kona¢nog pokrivaca, konacno profinjenje pocetnog
pokrivaca, to, za proizvoljan konacan otvoren pokriva¢ A od X, postoji
konacno otvoreno profinjenje B, reda manjeg ili jednakog n, odnosno dimX <
n. m
Nejednakost dimX < n mozemo karakterizirati i ¢injenicom da svaki konac¢an
otvoren pokriva¢ prostora X ima zatvoreno profinjenje (ili umanjenje) reda
manjeg ili jednakog n. Da bismo dokazali tu karakterizaciju, potrebno je

uvesti pojam uvec¢anja familije skupova.

Definicija 3.9 Neka je X topoloski prostor i A= (Ax, X € A) familija pod-
skupova od X. Uveéange familije A je familija B = (Bx, A\ € A) podskupova
od X , takva da vrijedi

(i) Ay C By, za svaki A € A,

(ii) Ax,N---NAy, # 0 ako i samo ako By, N---NBy, # 0, za svaki konacan
podskup {A1,..., \e} CA.

Kazemo da je poveicanje B otvoreno (zatvoreno), ako je By C X otvoren

(zatvoren), za svaki X € A.

Ako je B uvecanje familije A, onda ocito vrijedi ordA = ordB.

Lema 3.10 Svaki konacan otvoren pokrivac normalnog prostora ima zatvo-

reno umanjenje.

Dokaz. Neka je U konacan otvoren pokriva¢ normalnog prostora X. Tvrd-
nja je ocita ako je U = (X). Zato pretpostavimo da U ima k > 2 ¢lanova.
Dokaz provodimo indukcijom po k. Neka je k = 2, odnosno U = (Uy, Us).
Definirajmo A := X \ U; i B := X \ Uy. Skupovi A i B su zatvoreni.
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Nadalje, ANB = (X\U)N(X\Uy) = X\ (U1 UU,) =0, pasuAi
B disjunktni. Buduéi da je prosotr X normalan, postoje disjunktni otvo-
reni skupovi V;,V5 C X, takvi da je A C Vi i B C V5. Definirajmo
Fy =X \WVikF, = X\V, Skupovi F} i F, su zatvoreni u X, te vri-
jedi i = X\V CX\A=U;iF,=X\V, C X\ B = U, Nadalje,
FiUF, = (X\W)U(X\ V) = X\ (ViNnV;) = X. Dakle, (Fy, Fy) je zatvoreno
umanjenje otvorenog pokrivaca (Uy, Us).

Pretpostavimo da, za svaki normalan prostor Y, svaki konac¢an otvoren po-
kriva¢ prostora Y s manje od k£ > 2 ¢lanova, ima zatvoreno umanjenje, i neka

jeU = (Ui € {1,...,k}) pokriva¢ prostora X. Definirajmo
UZ/ = Ui, za i € {1,...,/{3—2} i Ulgfl = Up_1 UU,.

Po pretpostavci indukcije, konacan otvoren pokriva¢ (U/,i € {1,...,k —1})
ima zatvoreno umanjenje (£}, i € {1,...,k—1}). Skup F}_; C X je zatvoren
potprostor normalnog prostora X, pa je F}_; normalan prostor. Po pretpos-
tavci indukcije, otvoren pokriva¢ (F}_, NUg_1, F}_, NUy) prostora F;_, ima
zatvoreno umanjenje (Fy_1, F}). Primjetimo da su Fj, Fy,_; zatvoreni pod-
skupovi u X, jer su zatvoreni u zatvorenom potprostoru F;_; C X od X.
Zai € {l,...,k — 2}, neka je F; := F!. Tvrdimo da je (F;,i € {1,...,k})
zatvoreno umanjenje pokrivaca U = (U;,i € {1,...,k}). Vrijedi, ij F, =
k—2 k—2 =

(iL:Jl F)U(Fy1UF) = (L:J1 F)YUF, | =X. Nadalje, zai € {1,...,k — 2},

jeocito F; CU;. Zai € {k—1,k} vrijedi F; C F]_,NU; C U;. Dakle, (F},i €

{1,...,k}) je zatvoreno umanjenje pokrivaca U = (U;,i € {1,...,k}). m

Lema 3.11 Neka je X normalan prostor i (Fy,i € {1,...,k}) konaéna fa-
milija zatvorenih podskupova F; C X. Tada (F;,i € {1,...,k}) ima otvoreno
wvecange (U;, i € {1,...,k}). Nadalje, ako postoji familija (V;,i € {1,...,k})
otvorenih podskupova V; C X, tako da vrijedi F; C'V;, za svakii € {1,... k},
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onda (Fy,i € {1,...,k}) ima otvoreno uwveéanje (W;,i € {1,...,k}) takvo da
je CIW,; CV;, za svakii € {1,...,k}.

Dokaz. Neka je By = | {F;, N Fi,N---NF, me{l,...;k},i1,...,0m €
{1,...,k},F,NFE,Nn---NF;, NF, =0}. Skup E) je zatvoren, kao kona¢na
unija zatvorenih skupova. Nadalje, F1NFE; = (). Kako je X normalan prostor,
to postoji otvoren skup U; C X takav da vrijedi Fy} C U; 1 ClIU, N E; = (.
Familija (ClUy, Fy, ..., F}) je uveéanje familije (F;,i € {1,...,k}). Doista,
vrijedi F; C Uy C ClU, i F; C F;, za svaki ¢ € {2,...,k}. Nadalje, neka
SU g, ..., 0, € {2,...,k} po volji odabrani. Pretpostavimo da je CIU; N
F,Nn---NF, # (. Kada bi vrijedilo F; N F;, N--- N F;,, = (), onda bi,
po definiciji Ey, F;, N --- N F; bio podskup od E;. Odatle slijedi da je
CIUNE, D CIUNF,N---NF;, # 0, sto je u kontradikciji s CIU;NE; = ).
Obratno, ako je F1 N F, N---NF;, # (), onda je CIUyNF,N---NF; D
FINFE,Nn---NF, #.
Pretpostavimo da smo, za svaki i € {1,...,n — 1}, gdjejen € N, 2 <
n < k, definirali otvoreni skup U; C X, tako da vrijedi F; C U, i familija
(ClUy,...,ClU, 1, F,, ..., Fy) je uvetanje familije (F},7 € {1,...,k}). Neka
je
E,=| J{cw; n---ncCiu; nF,n---nF, mefl,... . k—(n-1}

i1y eyim €{n,.. kb le{l,....n—1}51,..., 1 €4{1,...,n— 1},

ClUu, n---NClU;, NF,, N---NF; NF, =0}

Skup FE, je zatvoren u X, te vrijedi E, N F, = (0. Kako je X normalan,
postoji otvoren skup U, C X takav da je F, C U, i ClU, N E, = (.
Familija (ClUy,...,CIlU,_1,ClU,, F,11, ..., Fy) je uvetanje familije (F;,i €
{1,...,k}). Doista, vrijedi F; C U; C ClU;, za svakii € {1,...,n}. Nadalje,

neka su iy, ...,0, € {n,...,k—n}ij,...,5 € {l,...,n} po volji odabrani.
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Pretpostavimo da je CIU;, N---NCIU; NF, N---NEF;, # 0. Ako je j, # n, za
svakip € {1,...,l},onda je Fj,N---NF; NEF;,N---NF;, #0,jer je familija
(ClUy,...,ClU,—1, F,, ..., Fy) uvetanje familije (F;, 7 € {1,...,k}). Stoga,
pretpostavimo da postoji p € {1,...,l} takav da je j, = n. Bez gubitka
opcenitosti, pretpostavimo da je j; = n. Dokazimo da je Fj N---NF; , N
F,NF,N---NF; #0. Vrijedi CIU;,N---NCLU;,_ NF,NF,N---NF; #0.
Naime, kada bi vrijedilo ClU; N---NCIU;

o NE,NE,N---NE;, =0, onda

bi, po definiciji E,, vrijedilo ClU;, Nn---NClU;, , NF, N---NF, CE,.
Medutim, kako je CI1U;, N---NCIU;,_ ,NCIU,NE; N---NF;,, # 0, to bi vrijedilo
ClU,NE, 2 ClU,NCIU;N---NCLU;,_ NE; N---NE;, # 0, $to je u kontradik-
cijis ClU,NE,, = . Kako je familija (CIUy, ...,ClU, 1, F,, ..., F}) uvetanje
familije (F,i € {1,....k}), i ClU;, N---NCWU;, ,NF,NF,N-NF, #
0, toje Fyn---NFE,_ NFE,NE N---NF, % (. Obratno, ako je
F;n---NF,NE,N---NF;, #0,ondaje ClU;N---NCIU;,NF;,N---NEF;, D
F,n---NnF,NF,N---NE, # 0. Time smo dokazali da je familija
(ClUy,...,ClU,_1,ClU,, F,11, . .., Fy) uvecanje familije (F;,i € {1,...,k}).
Ponavljajuéi postupak, u konacno mnogo koraka, dolazimo do otvorenih sku-
pova U; C X, tako da vrijedi F; C U;, za svaki i € {1,...,k}, i familija
(ClU; i € {1,...,k}) je uvetanje familije (F;,i € {1,...,k}). Dokazimo da
je (Ui,i € {1,...,k}) otvoreno uvetanje familije (F},i € {1,...,k}). Neka
SU i1, ..., 0y € {1,...,k} proizvoljni. Ako je U;, N---NU;, # 0, onda je i
ClUu;, n---NClU;,, 2 U, N---NU;, # 0. Kako je (ClU;,i € {1,...,k})
uvecanje familije (F},7 € {1,...,k}), to je F;, N---NF; # (. Obratno, pret-
postavimo da je F;,N---NF;  # (. Tadaje U;,N---NU;,, 2 F;,N---NF;, # 0.

Pretpostavimo da je (V;,i € {1,...,k}) familija otvorenih podskupova
V; C X tako da vrijedi F; C V;, za svaki i € {1,...,k}. Za svaki i €
{1,...,k}, neka je W; C X otvoren podskup od X takav da vrijedi F; C
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W; C CIW; C U;N'V;. Neka su iq,...,0, € {1,...,k} proizvoljni. Ako je

VVil ﬂmVVzm 7é®7 Ondaje U'lemU'Lm 2 W'lelem 7é®7 pajei
F,Nn---NF, #0. Time je lema u potpunosti dokazana. =

Propozicija 3.12 Neka je X normalan prostor in € NU{—1,0}. Tada su

sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) dimX <n.

(i1) Svaki konacan otvoren pokrivac prostora X ima zatvoreno umanjenje

reda manjeq ili jednakog n.

(111) Svaki konacan otvoren pokrivac prostora X ima konacno zatvoreno pro-

finjenje reda manjeq ili jednakog n.

Dokaz. (i) = (ii) Pretpostavimo da je dimX < n i neka je (U;,i €
{1,...,k}) konacan otvoren pokriva¢ prostora X. Tada, po Teoremu
(U;,i € {1,...,k}) ima otvoreno umanjenje (V;,i € {1,...,k}) reda manjeg
ili jednakog n. Po Lemi [3.10} (V;,i € {1,...,k}) ima zatvoreno umanjenje
(Fi,i € {1,...,k}). Po Napomeni vrijedi ord(F;,i € {1,...,k}) < n.
Kako je F; CV; , za svaki i € {1,...,k}, to , po prethodnoj lemi, postoji
otvoreno uvecanje (W;,i € {1,...,k}) od (F;,7 € {1,...,k}) takvo da je
CIW; C V;, za svaki i € {1,...,k}. Sada, za svaki i € {1,...,k}, vrijedi
CIW; CV; C U;. Kako je (Fj,i € {1,...,k}) pokriva¢ prostora X, to je i
(CIW;,i € {1,...,k}) pokriva¢ od X. Dakle, (CIW;,i € {1,...,k}) je uma-
njenje pokrivaca (V;,i € {1,...,k}), paje ord(CIW;,i € {1,...,k}) <n.

(i4) = (iii) Ocito.

(i13) = (7). Pretpostavimo da svaki konac¢an otvoren pokriva¢ prostora X

ima konacno zatvoreno profinjenje reda manjeg ili jednakog n. Dokazimo da
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je dimX < n. Po Teoremu [3.8] dovoljno je dokazati da svaki konacan otvoren
pokriva¢ prostora X ima konacno otvoreno profinjenje reda manjeg ili jed-
nakog n. Neka je (U;,i € {1,...,k}) konacan otvoren pokriva¢ prostora X.
Po (#ii), postoji konacéno zatvoreno profinjenje (Fj,i € {1,...,m}) pokrivaca
(Uiyi € {1,...,k}) reda manjeg ili jednakog n. Za svaki i € {1,...,m},
neka je j; € {1,...,k} takav da je F; C Uj,. Po prethodnoj lemi, postoji
otvoreno uvecanje (W;,i € {1,...,m}) od (F;,i € {1,...,m}) takvo da je
ClW,; C Uj,, za svaki ¢ € {1,...,m}. Familija (W;,7 € {1,...,m}) je po-
kriva¢ prostora X jer je (Fj,i € {1,...,m}) pokriva¢ od X. Nadalje, vrijedi
ordWi,i € {1,...,m}) < njer je (W;,i € {1,...,m}) uveéanje pokrivaca
(Fi,i € {1,...,m}). Dakle, (W;,i € {1,...,m}) je otvoreno profinjenje
pokrivaca (Uj,i € {1,...,k}) reda manjeg ili jednakog n. m

Za metrizabilne prostore vrijedi jaca tvrdnja od Teorema [3.8

Propozicija 3.13 Neka je X metrizabilan prostor in € NU{—1,0}. Tada

su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) dimX <n.

(i1) Svaki otvoren pokrivac prostora X ima otvoreno profinjenje reda manjeg

il1 jednakog n.

U dokazu (i) = (ii) propozicije ¢emo od proizvoljnog otvorenog pokrivaca
V prostora X prvo uzeti lokalno konacno otvoreno profinjenje U, a zatim
konstruirati profinjenje pokrivaca U koje ¢e biti reda manjeg ili jednakog n.
Prisjetimo se:

Neka je X topoloski prostor i A mnozina podskupova od X. Kazemo da
je mnozina A lokalno konacna, ako, za svaku tocku = € X, postoji okolina

U C X tocke x takva da U sijec¢e najvise konacno mnogo elemenata mnozine

A.
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Kazemo da je mnozina A o-lokalno konac¢na (ili prebrojivo lokalno konacna),
ako postoji prebrojiva familija (A,,n € N) lokalno kona¢na¢nih mnozina A4,
podskupova od X, tako da vrijedi A = |J A,.

Neka je B = (By, A € A) familija podsk%?ova od X. Kazemo da je familija
B lokalno konaé¢na ako je mnozina {B) : A € A} lokalno konacna.

Kazemo da je familija B prebrojivo lokalno kona¢na ako je mnozina {B) :
A € A} prebrojivo lokalno konacna.

Ako su svi ¢lanovi familije B medusobno razliciti, onda je familija B lokalno
konacna ako i samo ako, za svaku tocku x € X, postoji okolina U C X tocke
x takva da U sijece najvise konacno mnogo ¢lanova familije B.

Nadalje, ako je familija B = (By, A € A) lokalno kona¢na i za familiju C =
(Cy, A € A) vrijedi

C\ C B,, zasvaki A € A,

onda je familija C lokalno kona¢na. Za lokalno kona¢ne mnozine vrijedi:

Lema 3.14 Neka je A = {A\, X € A} lokalno konacna mnoZina podskupova
od X. Tada vrijedi:

(a) Svaka podmnozina od A je lokalno konacna.

(b) Mnozina B = {ClAy : X € A} je lokalno konacna.

(¢) Cl(U Ax) = U CIA,

AEA A€A

U metrizabilnim prostorima svaki otvoren pokriva¢ ima otvoreno prebro-
jivo lokalno konac¢no profinjenje. Dokazimo jos i da svaki otvoren pokrivac

ima otvoreno lokalno konacno profinjenje.

Lema 3.15 Neka je X metrizabilan prostor. Tada svaki otvoren pokrivac

prostora X ima otvoreno lokalno konacno profinjenje.
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Dokaz. Dokaz provodimo u tri koraka. U prvom koraku dokazujemo da svaki
otvoren pokriva¢ prostora X ima lokalno konacno profinjenje, u drugom da
svaki otvoren pokrivac prostora X ima zatvoreno lokalno konacno profinjenje
i naposljetku, u trecem koraku, da svaki otvoren pokriva¢ prostora X ima
otvoreno lokalno kona¢éno profinjenje.

1. korak

Neka je U proizvoljan otvoren pokriva¢ od X. Neka je A= (A,,pn € M)
otvoreno o-lokalno konacéno profinjenje od U i neka je (A,,n € N) prebrojiva

familija lokalno kona¢nih mnozina A, podskupova od X, tako da vrijedi

{A,:pe M} = UNAn.
ne
Za svaki ¢ € N, definirajmo

Vi=J 4
A€A;
i, za svaki n € N i svaki A € A,, definirajmo
Su(4) = A\ JVic4
<n
Neka je
B, ={S.(A): Ac A,}.

Tvrdimo da je familija C := (5,(A4), A € A,,n € N) lokalno kona¢no pro-
finjenje pokrivaca A, a time ujedno i lokalno kona¢no profinjenje pokrivaca
U.

Neka je x € X proizvoljan i n(z) := min{n € N: z € JA,} (minimum
ovog skupa sigurno postoji jer je A pokrivac prostora X i {A, :p € M} =
U A,, paje{n e N:zelJA,} neprazan podskup skupa N). Tada postoji
TSNG Ay takav da je € D. Iz definicije Vj, za i < n(x) i Sy (D) slijedi
T € Sp(e)(D). Time smo dokazali da je C pokrivac prostora X. Nadalje, kako
je Sn(A) C A, za svaki n € Nisvaki A € A,, to je C profinjenje od A.
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Dokazimo jos da je C lokalno kona¢na familija. Kako je A, lokalno konac¢na
mnozina, za svaki n € N, to, za svaki n € {1,...,n(z)}, postoji okolina W,
od x koja sijece samo kona¢no mnogo elemenata A,,. Za proizvoljni A € A,,,
ako je W,NS,(A4) # 0, onda je W,NA # 0, jer je S,,(A) C A. Dakle, za svaki
n € {l,...,n(x)}, W, sijece najvise konactno mnogo elemenata 5,. Nadalje,
kako je D € A, (), to D ne sijeCe niti jedan element iz B,, za n > n(z). Iz

toga slijedi da za okolinu
Wlﬂ...Wn(x)ﬂD

tocke x vrijedi da sijece samo kona¢no mnogo ¢lanova pokrivaca C, pa je C,
uistinu, lokalno konac¢no profinjenje pokrivaca A.

2. korak

Neka je U proizvoljan otvoren pokrivac od X. Kako je X metrizabilan
prostor, to je X regularan. Iz karakterizacije regularnosti [[.12] slijedi da U
ima otvoreno profinjenje V tako da, za svaki ¢lan V' pokrivaca V, postoji ¢lan

U pokrivaca U, takav da je
VCcclv CU.

Neka je (G.,7v € I') lokalno kona¢no profinjenje od V.

Tada je (ClG.,,v € I') zatvoreno lokalno konac¢no profinjenje od Y. Doista,
ocito je (ClG.,,y € I') zatvoren pokrivac prostora X. Nadalje, za svakiy € T,
postoji ¢lan V' pokrivaca V takav da je ClG, C V, a za V postoji clan U
pokrivaca U takav da je

CIG, CClV CU

Dakle, (CIG,,v € I') je zatvoreno profinjenje od U. Kako je (G,,v € I')
lokalno konac¢na familija, to je, po prethodnoj lemi, i (CIG,,~ € I') lokalno
konac¢na familija. Time smo dokazali da je (CIlG.,,v € I') zatvoreno lokalno

konaé¢no profinjenje od U.
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3. korak

Neka je U = (U,,a € A) proizvoljan otvoren pokriva¢ od X. Po pret-
hodnom koraku, postoji zatvoreno lokalno kona¢no profinjenje (Fj, 8 € B)
od U. Bez gubitka opcenitosti, pretpostavimo da su svi ¢lanovi pokrivaca
(Fg, 8 € B) medusobno razli¢iti. Za svaki z € X, postoji otvorena okolina
W, koja sijece najvise kona¢no mnogo clanova pokrivaca (Fjp, 5 € B). Fami-
lija (W,,z € X) je otvoren pokriva¢ od X. Po prethodnom koraku, postoji
zatvoreno lokalno kona¢no profinjenje (G,,v € I') od (W,,z € X). Ocito,
svaki G, sijece najvise kona¢no mnogo clanova pokrivaca (Fs, 3 € B).

Za svaki § € B, definirajmo

V= X\ J{Gy:v el G,nF; =0}
Po prethodnoj lemi, mnozina {G, : v € I', G, N F3 = 0} je lokalno konacna i
ClNHG, :vel',G,NEFz=0}) = U ClG, = U G, pa je
~v€l,GyNFz=0 ~v€l,GyNFz=0
U{G, : v € I',G, N Fz = 0} zatvoren skup, odnosno Vs otvoren skup u X,
za svaki f € B. Nadalje, vrijedi Fj3 C Vj, za svaki § € B, pa je (V3,5 € B)
otvoren pokriva¢ prostora X.

Dokazimo da je (V3,5 € B) lokalno konacna familija. Neka je z € X
proizvoljan i W okolina od x u X koja sijece samo kona¢no mnogo elemenata
G, ...,G,, mnozine {G,,v € I'}. Kako je (G,,7v € I') pokriva¢ prostora
X,toje W C G, U---UG,,. Dakle, dovoljno je dokazati da svaki ¢lan G
pokrivaca (G.,vy € I') sijece kona¢no mnogo ¢clanova pokrivaca (Vs, 8 € B).
Ako je G, NV5 # 0, onda je, po definiciji Vi, G, N Fs # (). Kako svaki G.,
sijece najvise konacno mnogo clanova pokrivaca (F, 8 € B), zaklju¢ujemo da
svaki ¢lan G, pokrivaca (G, vy € I') sijece kona¢no mnogo ¢lanova pokrivaca
(Vs,B € B).

Pokriva¢ (V3,8 € B) ne mora nuzno biti profinjenje od Y. Kako je
(Fs, 8 € B) profinjenje od U, to, za svaki Fp, postoji ¢lan U,g) pokrivaca U
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takav da je Ig C Uy (). Definirajmo:
H = (Vﬂ N Ua(ﬁ),ﬁ € B).

Familija H je lokalno konacna, jer je VaNUy ) € V3, zasvaki 8 € B. Nadalje,
‘H je pokriva¢ prostora X, jer, za proizvoljan x € X, postoji f € B takav da
jex € Fg C VN Uyp. Ocito je H otvoreno profinjenje od ¢. Time smo

dokazali da je H otvoreno lokalno konaé¢no profinjenje od /. m

Lema 3.16 Neka je U = (Ux, X € A) otvoren pokrivac normalnog prostora
X, neNU{-1,0} i F C X zatvoren podskup od X, takav da je dimF <mn i
F' sijece najvise konacno mnogo clanova pokrivaca U. Tada postoji otvoreno

umangenje ¥V od U takvo da vrijedi ord(V|F) < n.

Dokaz. Neka je A’ C A takav da je FNUy # (), zasvaki A € ', i FNUy = ),
za svaki A € A\ A’. Familija (F N Uy, A € A’) je konac¢an otvoren pokrivac
prostora F', pa, po Teoremu , (FN Uy, A € A') ima otvoreno umanjenje
W = (Wy,A € A) reda manjeg ili jednakog n. Za svaki A\ € A’ postoji
otvoren skup Wy € X u X takav da je Wy N F = W,. Za svaki A € A,
definirajmo

Vy = (UA\F)U<U)\HW>/\), akoje)\GA',
Vi:=0, akoje A € A\ A

Tvrdimo da je V := (V), A € A) otvoreno umanjenje od U i ord(V|F) < n.
Ocito je V) C X otvoren u X, za svaki A € A. Dokazimo da je V pokrivac

prostora X. Neka je x € X proizvoljan. Ako je x € F', onda postoji A € A
takav da je x € Wy. Kako je Wy, = FNW; C Wi i W, CU,, to je

x € W,.NU, C Va.
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Ako vrijedi z ¢ F, onda je, zato $to postoji A € A takav da je x € U,,
x € Uy \ F CV,. Dakle, V je otvoren pokriva¢ prostora X. Nadalje, kako je
WWNE=UNW{NF =W,, vrijedi ord(V|F) <n. =
Koristenjem prethodne dvije leme mozemo dokazati propoziciju:

Dokaz Propozicije[3.13 (i) = (ii) Pretpostavimo da je dimX < n. Neka
je U otvoren pokriva¢ prostora X. Tada postoji otvoreno lokalno konacno
profinjenje V = (V), A € A) od U. Bez gubitka opcenitosti, pretpostavimo da
su svi ¢lanovi pokrivaca V medusobno razli¢iti. Neka je 7 C P(A) mnozina

svih kona¢nih nepraznih podskupova od A. Za svaki T' € T, definirajmo:

Fr = (ﬂ osz> N (ﬂ (X\VQ) .

AET AT

Ocito je Fr C X zatvoren, pa je, po Teoremu 3.5 dimFr < dimX, za
svaki 7" € T. Familija F := (Fp, T € T) je zatvoren pokriva¢ prostora
X. Nadalje, Fr sijece samo konacno ¢lanova pokrivaca V, za svaki T € T.
Kako je V lokalno konacan, to, za svaki € X, postoji okolina W, tocke z
takva da W, sijece konacno mnogo clanova pokrivaca V. Neka je Ty C A
konacan podskup od A takav da je W, NV, = 0, za svaki A € A\ Tp. Tada je
IntW,NVy CW,NVy =0, pajeilntW,NCIV, =0, za svaki A\ € Ty. Ako
je IntW, N Fr # (), onda je T' C Ty, po definiciji od Fr. Dakle, pokrivac F
je lokalno konacan.

Dodajmo Fy = () pokrivacu F i poslozimo ¢lanove pokrivaca u transfi-
nitni niz Fy, Fy, ..., Fa,..., a < €, tipa € + 1. Induktivno ¢emo definirati
transfinitni niz Uy, U, ..., Uy, ..., a < €, otvorenih pokrivaca prostora X,

gdje je U, = (U, X € A), tako da vrijedi:
USCUL zaa>F>0iU)CVy, zasvaki A € A, (3.1)
ord(F, NUY, A€ A) <n, (3.2)
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Ul\uUg C U F,, za svaki f < a iza svaki A € A. (3.3)

B<y<a
Za svaki A € A, definirajmo UY := V) iUy := (UY, X € A). Tada za Uy vrijedi
B.1B.21[3.3|
Pretpostavimo da smo definirali otvorene pokrivace U, za svaki a < ag tako

da vrijedi i[3.3
Definirajmo W,,, := (W°, X € A), gdje je

Wee = (| Ug, A €A

a<ag

Tvrdimo da je W,, otvoren pokriva¢ postora X. Ovo je ocito ako oy ima
neposrednog prethodnika , tj. ako postoji a takav da je o < «q i skup
{B : B jeredni brojia < < ap} je prazan, jer je u tom sluc¢aju zbog
W = Uy, za svaki A € A. Zato pretpostavimo da ay nema neposrednog
prethodnika. Skup {3 : § je redni broj i a < 8 < ag} je beskonacan, za svaki
a < ap. Doista, kad bi {8 : 8 je redni broj i & < 8 < ap} bio konacan, onda
bi postojao max{f5 : f je redni broji a < < «ap} koji bi bio neposredni
prethodnik od «p. Neka je x € X proizvoljna tocka. Kako je F lokalno
konacan, to postoji okolina U C X tocke x koja sijece samo kona¢no mnogo
¢lanova pokrivaca F. Kako je {3 : f je redni broj i @ < 8 < ag} beskonacan,
za svaki av < oy, to postoji redni broj § takav da je f < g1 UNFE, =0, za
svaki redni broj v, takav da je 8 < v < . Kako je Uy pokrivac prostora X,
to postoji A € A takav da je x € Uf. Iz slijedi

vi\UR € | F.B<a<a

B<y<a

Odavde slijedi da je UfﬂU C Uy, kadgodje B < a < g, jerjeUNn | F,=
B<y<a
0, kad god je B < a < ag. Dakle, vrijedi z € U N Uf C Uy, za svaki redni

broj o takav da je 8 < a < ag. Zbog 3.1 je x € W}°, pa je W,, pokrivac
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prostora X. Nadalje, W je otvoren, za svaki A € A, jer, za svaku tocku
x € W C X, postoji otvoren skup U N Uf takav da je x € U N Uf C Wy,
Dakle, W, je otvoren pokriva¢ prostora X.

Dokazimo da W,, ima otvoreno umanjenje V,,, takvo da je ord(Va, | Foy) <
n. Primjetimo da svaki ¢lan pokrivaca F sijece najvise kona¢no mnogo
¢lanova pokrivaca W, . Uistinu, kada bi F}, sjekao beskona¢no mnogo clanova
pokrivaca W,, , iz definicije W, bi slijedilo da F, sije¢e beskona¢no mnogo
¢lanova pokrivaca Uy = V. Sada, iz Leme [3.16] slijedi da postoji otvoreno
umanjenje V,, od W, takvo da vrijedi ord(V,,|Fu,) < n.

Za svaki A € A, definirajmo
UR® = (WO Fo ) U VY,

iUy, = (U, A € A). Tvrdimo da je U, otvoren pokriva¢ prostora X koji
zadovoljava uvjete B.IB.2B.3| u slucaju o = ag. Za svaki A € A, je Uy°
otvoren i nadskup skupa V) | pa je ,o¢ito , U,, otvoren pokriva¢ prostora
X. Neka je 8 proizvoljan redni broj manji od oy i A\g € A po volji odabran.
Vrijedi, US® = (Wy°\ F,, ) UV C W C Uy . Nadalje, kako je F,, N UL =
Vet N Fyy 1 0rd(Vay| Foy) < 1, to je ord(Fy, N U, A € A) < n. Dakle, za
a = o vrijede uvjeti i Dokazimo da vrijedi i[3.3] Pretpostavimo
suprotno, tj. neka postoji redni broj § < ag, A € A i tocka x € X tako da
vrijedi z € Uy, 2 ¢ UM ix ¢ |J F,. Posebno vrijedi z ¢ F,,, pa iz x ¢

B<v<ao
Uy slijedi z ¢ Wi° = [ Uy. Dakle, postoji redni broj a < ag, takav da je
a<agp

x ¢ Uy. Kako je Uf C U), za svaki redni broj v < 8,1z € Uf, zaklju¢ujemo
da je B < a < ap. Sada, iz , slijedi = € Uf \Uy € U F,. Dakle,

B<y<a
vrijedi z € |J F, € U F,, $to je u kontradikciji s pretpostavkom
B<y<a B<y<ao
x¢ |J F,. Dakle, dokazali smo da za otvoren pokriva¢ U,, vrijede uvjeti
B<v<ag

i[3.3] Time smo konstruirali trazeni transfinitni niz Uo, U, . . ., Uy, - . .,

95



Poglavlje 3. Dimenzija pokrivanja

a < € otvorenih pokrivaca prostora X.

Pokriva¢ U, je umanjenje pokrivaca V, jer je Us C U) = V), za svaki
A € A. Nadalje, za proizvoljne k € Ni Ay,... A\, € A, je U5 N---NUS =
Us,n--nU)N( U F)= U (U5n---nU5NF) S U (U500

0<a<e 0<a<e 0<a<e

Us. N F,). Kako je ord(Fo, NUY, A € A) < n, za svaki redni broj a, takav da
je 0 < a <e€, toje ord, < n. Dakle, U, je otvoreno profinjenje pokrivaca V),
a time i U, reda manjeg ili jednakog n.

(17) = (i) Ocito. m

Sljedec¢i teorem nam govori o tome da je za provjeru nejednakosti dimX <

n dovoljno promatrati pokrivace od X s n + 2 medusobno razli¢itih ¢lanova.

Teorem 3.17 Neka je X normalan prostor i n € N U {—1,0}. Vrijedi
dimX < n ako i samo ako, svaki otvoren pokrivac¢ (U;,i € {1,...,n+ 2})
od X s n+ 2 medusobno razlicita clana, ima otvoreno umanjenje (Wi, i €

{1,...,n+2}) reda manjeg ili jednakog n.

Prije samog dokaza teorema dokazat ¢emo pomo¢nu lemu koju ¢emo ko-

ristiti u dokazu teorema:

Lema 3.18 Neka je V = (V;,i € {1,...,k}) konacan otvoren pokrivac
topoloskog prostora X. Tada postoji otvoreno umangenje V' = (V! i €
{1,...,k}) odV takvo da, za svako otvoreno umanjenjed = (Us,i € {1,...,k})
od V' vrijedi

vin---nV, #0=0U,n---nU, #0, (3.4)

za svakim € {1,... k} iiy,...,im € {1,... k}.

Dokaz. Neka je A(V) := {(Vi,i € {1,...,k}) : X € A} kolekcija svih

otvorenih umanjenja od V. Ako, za svaki A € A isvakim € {1,...,k} i
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i1yt € {1,..., k}, vrijedidaje VANV #£ 0, éim je Vi, N- -0V, # 0.
onda je V' :=V trazeno otvoreno umanjenje od V.

Pretpostavimo da postoje Ay € A, mg € {1,... k}id,... 0 € {1,... Kk}
takvi da je Vé‘l ﬂ~~ﬂVi§‘n10 =0iVipn---NVy #0. Stavimo V; := (VM i€
{1,...,k}).

Neka je sada A(Vy) := {(Vri € {1,...,k}) : A € Ay € A} C A(V)
kolekcija svih otvorenih umanjenja od V;. Kako je Vl(;\l N---N Vlé\j =0, to,

za svako otvoreno umanjenje U = (Uy,i € {1,...,k}) od V; vrijedi :
Vol N---NVat 0= UgN---NUg #0.
1 mQ

Ako, za svaki A € Ay isvakim € {1,... .k} idy,... 0, € {1,... k}, vrijedi
daje VXN---NVY #0, éimje V' N---NV #£ 0, onda je V' := V; trazeno
otvoreno umanjenje od V.

Pretpostavimo da postoje Ay € A, my € {1,... k}id,... i, €{1,... k}
takvi da je viEn...Ave =0ivin.--nve # (). Stavimo V, := (1/1-’\2,2' €

7»1 Zml 'Ll 'Lml

{1,...,k}). Ocito vrijedi {if, ... in, } # {87, ... i, pierje Viin---NViy  #0)
i‘/;o/\lﬂ“'ﬂ‘/;o/\l = 0.

1 mo
Kako je V5, umanjenje od Vy, to je Vlg\Q N---N VZE,\Q - V;f)‘l N---N Vzél = 0.

1 mg 1 mq

Nadalje, vrijedi Vf N---N Vf = (), pa, za svako otvoreno umanjenje
1 mq

U= (U,ie{l,...,k}) od Vs, vrijedi :
Vapn---NVa2 0= UgN---NUg #0,
1 mQ

VNNV £0=UgnenUy, #0.
my

Kako je {1,...,k} konacan, to postoji samo konatno mnogo izbora za m €
{1,...,k} idy,...,im € {1,...,k}. Dakle, u konatno mnogo koraka, ponav-
ljajuéi gornji postupak mozemo doci do otvorenog umanjenja V' = (V// i €

{1,...,k}) od V takvog da, za svako otvoreno umanjenje U = (U;,i €
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{1,...,k}) od V' vrijedi :
vin-.-nv, #0=U,n---nU, #9,

zasvakim e {1,... k} idy,...,ip, €{1,...,k}. m

Dokaz teorema (3.17|. Pokazimo da svaki normalan prostor X takav da
je dimX > n ima otvoren pokrivac¢ (U;,i € {1,...,n+2}) s n+2 medusobno
razli¢ita ¢lana takav da, za svako otvoreno umanjenje (W;,i € {1,...,n+2})
od (Usi € {1,....n+2}), viijedi () Wi # 0. Neka je dimX > n. Po
Teoremu [3.8] postoji konacan otvorelglpokrivaé V= (V,ie{l,... k})od
X koji nema otvoreno profinjenje reda manjeg ili jednakog n. Tada V nema
ni otvoreno umanjenje reda manjeg ili jednakog n. Bez gubitka opcenitosti,
pretpostavimo da su svi ¢lanovi od ¥V medusobno razli¢iti.

Po prethodnoj lemi, V ima otvoreno umanjenje V' = (V/,i € {1,...,k})

takvo da, za svako otvoreno umanjenje U = (U;,i € {1,...,k}) od V' vrijedi:
Vin--nVi #0=U,n---NU, #90,

zasvakim € {1,... k} iidy,... i, €{1,... k}.
Kako V nema otvoreno umanjenje reda manjeg ili jednakog n, to je ordV’ > n.
Odavde slijedi da postoje i1,...,in12 € {1,...,k} takvi su Vi,...,V/ |

medusobno razli¢iti i da je

n+2
v #0
j=1
Bez gubitka opcéenitosti, mozemo pretpostaviti
n+2
(Vi #0.
i=1
Zai € {l,...,k}, neka je
VY, ie{l,...,n+1}

LQZ:: k
U Vi, i=n+2.

j=n+2
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Familija (U;,7 € {1,...,n42}) je otvoreni pokriva¢ prostora X jer je (V/,i €
{1,...,k}) otvoreni pokriva¢ od X. Nadalje, vrijedi U, o # U;, za svaki
i€ {l,...,n+ 1}, jer bi, u suprotnom, (U;,i € {1,...,n+ 1}) bilo otvoreno
profinjenje od V takvo da je ord(U;,i € {1,...,n+ 1}) < n, §to je u kon-
tradikciji s pretpostavkom da ) nema takvih otvorenih profinjenja. Dakle,
¢lanovi pokrivaca (U;,i € {1,...,n+ 2}) su svi medusobno razli¢iti.
Tvrdimo da, za svako otvoreno umanjenje (W;,7 € {1,...,n+2}) od (U;,i €
{1,...,n+2}), vrijedi nﬁQ W; # 0. Neka je (W;,i € {1,...,n+2}) otvoreno
umanjenje od (U;,i € {11:,1 cn+ 2},

Otvoreni pokrivac
(Wi, Wa, oo Wt Waio NV g Woio NV g W N V)

prostora X je otvoreno umanjenje pokrivaca V’. Bududi da je

n+2

(Vi #0,
i=1

to je i
n+1

((YWi) N (Wi N Viya) # 0,
i=1
a odavde slijedi

n+2 n+1

ﬂ W, 2 (m Wi) N (W2 N Vigo) # 0.

Dokazimo sada tvrdnju teorema.

Pretpostavimo da je dimX < n i neka je (U;,i € {1,...,n + 2}) proizvoljan

otvoren pokrivac od X. Po Teoremu postoji otvoreno umanjenje (W, i €

{1,...,n+2}) od (Ui,i € {1,...,n+ 2}) reda manjeg ili jednakog n.
Obratno, pretpostavimo da, za svaki otvoren pokrivac (U;,i € {1,...,n+

2}) ¢iji su ¢lanovi medusobno razli¢iti, postoji otvoreno umanjenje (W;,i €
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{1,...,n4+2}) od (Ui € {1,...,n+2}) reda manjeg ili jednakog n. Kada bi
vrijedilo dimX > n, onda bi, po prethodno dokazanom, vrijedilo da postoji
otvoren pokriva¢ (U;,7 € {1,...,n+ 2}) s n + 2 medusobno razlic¢ita ¢lana
takav da, za svako otvoreno umanjenje (W;,i € {1,...,n+ 2}) od (U;,i €
{1,...,n+2}) vrijedi ﬂ W, # (0. Odavde bi slijedilo ord(W;,i € {1,...,n+

2}) >n+1>n, cime blsmo dosli do kontradikcije. Dakle, dimX <n. =

3.2 Teorem sume za dimenziju pokrivanja

U ovom odjeljku ¢emo dokazati Teorem sume za dimenziju pokrivanja. Te-
orem je analogan Teoremu sume za malu induktivnu dimenziju, medutim
Teorem sume za dimenziju pokrivanja vrijedi za svaki normalan prostor. U

tu svrhu, najprije definirajmo pojam relativne dimenzije pokrivanja:

Definicija 3.19 Neka je A C X potprostor normalnog prostora X. Rela-

tivna dimenzija pokrivanja od A, u oznaci rdx A je
rdxA := sup{dimF : F C AiF C X je zatvoren u X}

Neka je A C X normalan potprostor normalnog prostora X. Tada vrijedi
rdx A < dimA. Doista, neka je F' proizvoljan zatvoren podskup od X, za koji
vrijedi F' C A. Tada je F zatvoren i u A, pa iz Teorema slijedi dimF <
dimA. Dakle, rdxA = sup{dimF : F C Ai F C X je zatvoren u X} <
dimA.

Ako je A C X zatvoren u X, onda, oc¢ito, vrijedi rdx A = dimA.

Lema 3.20 Neka je X normalan prostor i n € NU {—1,0}. Ako svaki

konacan otvoren pokriva¢ U = (Uy,i € {1,...,k}) prostora X, za koji vrijedi
U; # U; = ClU; # ClU;, za svakii,je{1,...,k},
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ima konacno otvoreno profinjenje reda manjeg ili jednakogn, onda je dimX <

n.

Dokaz. Neka je i = (U;,i € {1,...,k}) konac¢an otvoren pokriva¢ prostora
X. Dokazimo da U ima otvoreno profinjenje V takvo da vrijedi V; # V; =
ClV; # ClV;, za svaki i,j € {1,...,k}.

Po Lemi [3.10 ¢/ ima zatvoreno umanjenje (F;,i € {1,...,k}). Po Lemi
[B.11] postoji otvoreno uveéanje (W}, i € {1,...,k}) pokrivaca (F,i € {1,...,k}),
tako da vrijedi F; C W}! C CIW}! C U, za svaki i € {1,...,k}. Ako
vrijedi W} # W} = CIW}! # CIW}, za svaki i,j € {1,...,k}, onda je
V= (W}li e {1,...,k}) trazeno otvoreno profinjenje. Stoga, pretposta-
vimo da postoje 4, j € {1,..., k} takvi da je W' # W} i CIW}! = CIW}. Na

skupu {1,...,k} definirajmo relaciju ~ pravilom
in~j = CIW! =CIW}, i,je{l ... k}.

Relacija ~ je, oCito, relacija ekvivalencije, pa inducira particiju na {1, ..., k}.
Neka su iy, . .., i, reprezentanti klasa ekvivalencije relacije ~. Tada je (CIW}, 1 €

177

{1,...,ki}) profinjenje od U. Primjetimo da je ky < k. Kako je (CIW},1 €
{1,...,k1}) zatvoren pokriva¢ prostora X, to, po Lemi , postoji otvo-
reno uvecanje (W2, 1 € {1,...,k}) od (CIW} 1 € {1,...,k}), tako da
vrijedi CIW;, € W2 C CIW? C U, za svaki | € {1,...,ki}. Ako vri-
jedi W2 # W2 = CIW? # CIW?, za svaki i,j € {i1,...,i, }, onda je
V= (W?2,i € {1,...,k}) trazeno otvoreno profinjenje. U suprotnom, ana-
lognim postupkom dolazimo do otvorenog profinjenja (W2,i € {1,...,ky})
pokrivaca U takvog da je ko < k1 < k. U kona¢no mnogo koraka,ponavljajuci
gornji postupak, dolazimo do otvorenog profinjenja V = (V;,i € {1,...,m})
pokrivaca U takvog da vrijedi V; # V; = CIV; # CIV}, za svaki i, €

{1,...,m}. Po pretpostavci leme, V ima kona¢no otvoreno profinjenje W
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reda manjeg ili jednakog n. Pokrivac W je kona¢no otvoreno profinjenje po-
krivaca U reda manjeg ili jednakog n, pa iz Teorema [3.8| slijedi dimX < n.

Lema 3.21 Neka je X normalan prostor, n € N U {—1,0} i (K;)jen niz

potprostora K; C X, prostora X, takvih da vrijedi rdxK; < n, za svaki

i € N. Ako je skup |J K; zatvoren uw X ,za svakii € N, i |J K; = X, onda
j=1 1€N

je dimX < n.

Dokaz. Neka jeid = (U;,j € {1,...,k}) konacan otvoren pokriva¢ prostora

X za koji vrijedi
U; 7é Uj = ClUZ 75 ClUj, za svaki Z,] € {1, ey k’}

Bez gubitka opcenitosti, pretpostavimo da su svi ¢lanovi od U medusobno
razliciti. Neka je F; := O K;, za svaki i € N, i Fjy := (). Rekurzivno ¢emo
definirati niz (U; = (UZJJ,ZJ1 € {1,...,k}))ien, otvorenih pokrivaca prostora
X, tako da vrijedi

ClUi,j - Uifl’j, za svaki i € N i Uo’j - Uj, za svakij S {1, ey k’}, (35)

ord(F;NClU; ;,5 € {1,...,k}) <n, zasvaki i € Ny. (3.6)

Za i = 0, stavimo Uy ; = Uj, za svaki j € {1,...,k}. Tada su za i = 0,
ispunjeni uvjeti[3.5)i[3.6] Pretpostavimo da smo definirali otvorene pokrivace
U; tako da vrijedi i[3.6) za svaki i € No,i < m > 1. Neka je T :=
{T" C {1,...,k} : cardT = n + 2}. Definirajmo A := |J ) ClUp-1;-

TeT jeT
Primjetimo da je A zatvoren skup u X. Kako je ord(F,-1 N ClUy,_14,j €

{1,...,k}) <n, toje F,,_1 N A = (). Naime, kada bi vrijedilo F,, 1 N A # 0,
onda bi, po definiciji od A, postojao T" € T takav da je () (ClUy—1,; N
jET
Fn1) = (N ClUp-1,;) N Frq # 0. Skup Z := F,, N A je zatvoren podskup
JET

62



Poglavlje 3. Dimenzija pokrivanja

prostora X, te vrijedi Z = F,,, NAC F,, N (X \ Fi,_1) = Fin \ Fr1 € K.
Kako je rd,.K,, < n, to je dimZ < n. Po Lemi [3.16] pokriva¢ U,,_; ima
otvoreno umanjenje V = (V;,5 € {1,...,k}), takvo da je ord(V|Z) < n.
Tvrdimo da je ord(F,, NV;,j € {1,...,k}) < n. Neka su ji,...,jns2 €
{1,...,k} takvi da su V}; N F,,,...,V; ., N F, medusobno razliciti. Tada

’ Y In+2
sulUj,...,U;

Jnt2 medusobno

medusobno razliciti, pa sui ClU;,, ..., ClU;

n+2 n+2 n+2 s
razliciti. Tada je lD1 (FnNV,) = <ZDI Vi)NE, = <ZDI Vi) ﬂ(lol ClUy—1,5,)N
n+2 n+-2 n+2
F,,. Vrijedi 191 (F.NV;,) = (ﬂ V)N (191 ClUy,—1,5)NF,, = 0. Naime, vrijedi
{j1,-- -, Jns2} € T, paje jﬁf ClUp-15, € A. Kako je ord(V|Z) < n, to je
n+2 nt2 nt2 n+2

ZN (zD1 Vi) =0, paje (zD1 V)N (191 ClUp—15)NEy C (zD1 Vi)NANE, =
n+2
(A viInz=o

Po Lemi W postoji otvoreno umanjenje U,, = (U}, ;,7 € {1,...,k})
pokrivaca V = (V;,j € {1,...,k}). Kako je X normalan, to postoji otvoreno
umanjenje Uy, = (Upj,j € {1,...,k}) pokrivaca V = (V;,j7 € {1,...,k}),
tako da vrijedi U}, ; C Un; C ClUy,; C Vj, za svaki j € {1,...,k}.
Vrijedi ClU,,; € V; C Uy-1, za svaki j € {1,...,k}. Nadalje, vrijedi
ord(F,, N ClUp,;,7 € {1,...,k}) < njer je (F,, N ClUy; 7 € {1,...,k})
umanjenje pokrivaca ord(V|F,,). Dakle, pokriva¢ U,, zadovoljava uvjete
1[3.6) za i = m. Time smo konstruirali otvorene pokrivace U;, za svaki i € N.
Neka je z € X proizvoljna tocka. Tada postoji j(x) € {1,...,k} takav
da & € U, j(z) za beskonacno mnogo ¢ € N. Iz (3.5 slijedi x € [ ClU, j()
Time smo dokazali da je familija (ﬂ ClU;;,j E! L k}) pozlflljvac pros-
tora X. Nadalje, iz slijedi da je (ﬂ ClU;;,j € {1,...,k}) umanje-
nje pokrivaca Y. Dokazimo da vrijedi ord(ﬂ ClU;;,5 € {1,...,k}) < n.
Neka su j1,...,Jn+2 € {1,...,k} takvi da su ﬂ ClU;;,l € {1,...,n+ 2},

€N
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n+2
medusobno razli¢iti. Pretpostavimo da je () [\ ClU;; # 0, tj neka pos-

ieN 1=1
n+2
toji z € () () ClU,;;. Kako je X = |J K; = | Fi, to postoji m € N
1€N [=1 1€eN 1€N
n+2
takav da je © € F,,. Sada je z € () [ ClU;; ,) N Fy, C (ﬂ ClUy, ;) N Fp.
i€EN [=1
Kako su svi ClU,, ;,, | € {1,...,n + 2}, medusobno razhcltl to iz slijedi

n—+2 n+2

( ﬂ ClUy, ;)N E,, =0, sto je u kontradikeiji s z € ( ﬂ ClUp, j,) N F,,. Dakle,

ord( N ClU;;,j € {1,...,k}) <n. Iz Leme [3.20 hJed1 dimX <n. m
1€EN

Teorem 3.22 (Teorem sume za dimenziju pokrivanja) Neka je X nor-
malan prostor, n € NU {—1,0} i (F});en niz zatvorenih potprostora F; C X,
prostora X, tako da vrijedi dimF; < mn, za svakii € N i X = |J F;. Tada je

iEN
dimX <n.

Dokaz. Uocimo da je rdxF; = dimF; < n, za svaki ¢ € N. Kako je |J Fj
j=1
zatvoren u X , za svaki ¢ € N| to iz prethodne leme slijedi dimX <n. =

3.3 Dimenzija pokrivanja u kompaktnim me-
trizabilnim prostorima

Prisjetimo se da za topoloski prostor X kazemo da je kompaktan ako svaki
otvoren pokrivac U od X ima konacan otvoren potpokriva¢, ili ekvivalentno
ako svaki otvoren pokriva¢ ¢ od X ima kona¢no otvoreno profinjenje.

Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Ako je A omeden skup u X , tj
ako postoji M > 0 takav da je d(a,a’) < M, za svaki a,a’ € A, onda postoji
nenegativan realan broj sup{d(a,d’) : a,a’ € A} kojeg nazivamo dijametrom
skupa A i oznacavamo s diamA. Ako A C X nije omeden skup u X, onda

stavljamo diamA = oo.
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Definicija 3.23 Neka je A mnoZina podskupova metrickog prostora (X, d).
Ocica mnozine A u oznaci meshA je nenegativan realan broj sup{diamA :
A€ A}, ako je skup {diamA : A € A} CR omeden, odnosno meshA = oo,
ako je skup {diamA : A € A} CR ne omeden.

Neka je B = (By, A € A) familija podskupova prostora X. Ocica familije B u

oznaci meshBB je oc¢ica mnoZine {By, A € A}

Napomena 3.24 Neka je M C X potprostor metrickog prostora X, A =
(Ax, A € A) pokrivac od X i e > 0 proizvoljan. Ako je meshA < €, onda je
meshA|M <.

Definicija 3.25 Neka je (X,d) metricki prostor i neka je U = (Uy, A € A)
pokrivac od X . Lebesqueov broj pokrivaca U je pozitivan realan broj € takav
da, za svaki podskup A C X za koji je diamA < €, postoji A € A takav da je
A CU,.

Lebesgueov broj pokrivaca nije jedinstven. Naime, ako je € Lebesgueov broj
pokrivac¢a U metrickog prostora (X, d), onda je svaki ¢, 0 < € < e takoder
Lebesgueov broj od U. Opcenito, Lebesgueov broj pokrivaca ne mora nuzno

postojati, medutim u kompaktnim metrickim prostorima vrijedi:

Teorem 3.26 Neka je (X,d) kompaktni metricki prostor. Tada svaki otvo-

ren pokrivac od X ima Lebesqueov broj.

Teorem 3.27 Neka je X metrizabilan kompaktan prostor in € NU{—1,0}.

Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) dimX <n.

(11) Za svaku metriku d koja metrizira topologiju na X i svaki € > 0, pos-
togi konacan otvoren pokrivac¢ U prostora X takav da je meshid < € 1

ordU <n.
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(111) Postoji metrika d koja metrizira topologiju na prostoru X takva da, za
svaki € > 0, postoji konacan otvoren pokriva¢ U prostora X takav da je

meshid < e i ordUd < n.

Dokaz. (i) = (ii) Pretpostavimo da vrijedi dimX < n. Neka je d pro-
izvoljna metrika koja metrizira topologiju na X i € > 0 po volji odabran.
Promotrimo otvoren pokrivac (B(x, §),z € X) prostora X gdje je B(w, ) =
{y € X : d(x,y) < £} kugla u metrickom prostoru (X,d). Kako je X
kompaktan, ovaj otvoren pokrivac ima konacan potpokrivac (B(xz;, §),i €
{1,...,k}), a kako je dimX < n, to (B(z;, §),7 € {1,...,k}) ima konacno
otvoreno profinjenje U reda ordid < n. Nadalje, kako je diamB(z, 5) < % <
€, to je meshld < e. Dakle, vrijedi (ii).

(i7) = (4ii) Ocito.

(131) = (i) Neka je d metrika koja metrizira topologiju na prostoru X
takva da, za svaki € > 0, postoji konacan otvoren pokriva¢ U prostora
X takav da je meshid < € i ordd < n. Dokazimo da je dimX < n.
Neka je (Uj,i € {1,...,k}) proizvoljan konac¢an otvoren pokriva¢ prostora
X. Kako je X kompakatan, to postoji Lebesgueov broj ¢ > 0 pokrivaca
(Ui,i € {1,...,k}). Sada, po (iii), za taj € > 0, postoji konac¢an otvoren
pokrivac U prostora X takav da je meshid < € i ordd < n. Pokrivac U je
ocito profinjenje od (U;,i € {1,...,k}) jer je meshld < e. Dakle, dimX < n.
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Poglavlje 4

Teorem kompaktifikacije i

relacije izmedu dimenzija

U ovom poglavlju dokazat ¢emo Teorem kompaktifikacije pomocéu kojega
¢emo dokazati da se u klasi separabilnih metrizabilnih prostora poklapaju
mala induktivna dimenzija, velika induktivna dimenzija i dimenzija pokri-
vanja. Osim toga, u ovom poglavlju ¢emo pokazati kakve relacije vrijede

izmedu tih dimenzija u opcenitijim klasama prostora.

4.1 Relacije izmedu male i velike induktivne
dimenzije

Sljededi teorem opravdava nazive velike i male induktivne dimenzije:

Teorem 4.1 Neka je X normalni prostor. Tada je indX < IndX.

Dokaz. Ako je IndX = oo, tvrdnja teorema oc¢ito vrijedi. Pretpostavimo
da je IndX € NU{0,—1}. U ovom sluc¢aju dokaz provodimo indukcijom po
n=IndX € NU{0,—1}.
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Za IndX = —1je X =0, pa je indX = —1 < IndX.

Pretpostavimo da, za svaki normalni prostor Y velike induktivne dimen-
zije IndY strogo manje od n, vrijedi indY < IndY i neka je IndX = n.
Dokazimo da je indX < n. Neka je x € X proizvoljna tocka i V C X
po volji odbarana okolina od x u X. Kako je IndX = n, to, za zatvoreni
skup {z} € X u X i otvoreni skup IntV C X od X, postoji otvoreni skup
U C X takav da je {z} C U C IntV C V i IndFrU < n — 1. Po pret-
postavci indukcije, vrijedi indF'rU < IndFrU < n — 1. Odavde slijedi da je
indX <n=1IndX. m

Prvo pokazujemo da se mala i velika induktivna dimenzija podudaraju u klasi

separabilnih metrizabilnih prostora.

Teorem 4.2 Neka je X separabilan metrizabilan prostor. Tada je indX =

IndX.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je IndX < indX jer obratna nejednakost
vrijedi opéenito u normalim prostorima.

Ako je indX = oo, onda, ocito, vrijedi IndX < indX, pa pretpostavimo
da je indX € NU{0,—1}. U ovom slucaju dokaz provodimo indukcijom po
n=1indX e NU{0,—1}.

Za indX = —1je X =0, pa je IndX = —1 < indX.

Pretpostavimo da, za svaki separabilni metrizabilan prostor Y male induk-
tivne dimenzije indY strogo manje od n, vrijedi IndY < indY i neka je
mndX =n. Dokazimo da je IndX < n.

Neka je A, B C X proizvoljan par disjunktnih zatvorenih podskupova od X.
Po Prvom teoremu separacije, postoji separator L skupova A1 B u X takav
da je indL. < n —1. Po pretpostavci indukcije, vrijedi IndL < indL <n—1.
Iz Teorema [2.6] slijedi IndX < n = indX.

Dakle, IndX <indX. =
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4.2 Teorem kompaktifikacije

Teorem kompaktifikacije kaze da se svaki separabilan metrizabilan prostor X
moze smjestiti u kompaktni metrizabilan prostor manje ili jednake dimenzije
pokrivanja.

Definirajmo najprije pojam kompaktifikacije:

Definicija 4.3 Kompaktifikacija topoloskog prostora X je par (Y, c) koji se

sastoji od topoloSkog prostora Y i preslikavanja ¢ - X — 'Y tako da vrijedi:

(K1) Preslikavange ¢ : X — c(X) je homeomrfizam (to jest ¢ : X — Y je
ulagange).

(K2) Skup c(X) je gust na'Y.
(K8) Topoloski prostor'Y je kompaktan.

U dokazu Teorema kompaktifikacije, proizvoljnu metriku d koja metrizira
toplogiju na X, mijenjamo pogodno odabranom topoloski ekvivalentnom pot-

puno omedenom metrikom d i onda promatramo upotpunjenje (X ) (j) pros-

tora (X, d).

Prisjetimo se:

Definicija 4.4 Neka su X @Y topoloski prostori i f : X — Y neprekidno
preslikavanje. KazZemo da je f ulaganje (ili smjestenje) prostora X u prostor
Y, ako je f : X — f(X) homeomorfizam prostora X na potprostor f(X)

prostora Y.

Definicija 4.5 Neka su d i d' metrike na skupu X. KaZemo da su d i d
topoloski ekvivalentne metrike ako su identitete 14 = idX : (X,d) — (X, d’)
i lgg =1dX : (X,d) — (X,d) neprekidna preslikavanja.
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Vrijedi:

Teorem 4.6 Neka su d i@ d metrike na skupu X. Tada su sljedeée tvrdnje

ekvivalentne:

(i) d i d su topoloski ekvivalentne metrike.
(11) Identiteta 140 = idX : (X,d) — (X, d’) je homeomorfizam.

(111) Metricke topologije na X inducirane metrikama d i d' se podudaraju,

tj. Td = Td/.

Definicija 4.7 Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. KaZemo da je
A potpuno omeden podskup od X, ako, za svaki € > 0, postoji n € N i
podskupovi X1, Xa,..., X,, € X tako da je A C G X; 1 diamX; < €, za
svaki @ € {1,...,n}, ili ekvivalentno, za svaki € >z?)1, postoji n € N 1 tocke

x1,%9, ..., T, € X takve da je A C |J B(x;,€).
i=1
Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je potpuno omeden (ili da je d potpuno

omedena metrika na X ), ako je skup X potpuno omeden.
Ocito vrijedi:

Propozicija 4.8 Metricki prostor X je potpuno omeden, ako za svaki e > 0,

postoji konacan otvoren pokrivac¢ U od X takav da je meshld < e.

Definicija 4.9 Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je potpun (ili da je d
potpuna metrika na X ), ako svaki Cauchyjev niz (x,) u X konvergira prema

nekoj tocki xg € X.

Definicija 4.10 Neka su (X, d), (Y,d') metricki prostori i f : X —Y pres-
likavanje. KazZemo da je f izometrija ako vrijedi d'(f(x), f(z')) = d(z, '),

za svaki x,x’ € X.
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Definicija 4.11 Neka je (X,d) metricki prostor. Upotpunjenjem prostora
(X, d) nazivamo par koji se sastoji od metrickog prostora (X,d) i preslikava-

njav: X — X tako da vrijeds:
(C1) Preslikavanje i - X — X je izometrija.

(C2) Skup i(X) je gust na X.

(C3) Metricki prostor (X, d) je potpun.
Vrijedi:

Napomena 4.12 Za svaki metricki prostor (X, d), postoji upotpunjenje ((X, J), i).
Nadalje, ako je f : X — I = [0,1] uniformno neprekidna funkcija, tj. ako

vrijeds
(Ve > 0)(36 > 0)(Va, 2’ € X) d(x,2') < 6 = |f(x) — f(a)] <e,

onda postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje f . X — I takvo da je
foi=1F.

Neka je (X,d) potpuno omeden metricki prostor i ((X ,J),i) upotpunjenje
od (X,d). Tada je (X,J) takoder potpuno omeden prostor. Naime, ako
je A C Y potpuno omeden podskup metrickog prostora Y, onda je i ClA
potpuno omeden skup u Y. Nadalje, izometrija ¢uva potpunu omedenost,
pa je (i(X),d) potpuno omeden. Dakle, (C1(i(X)),d) = (X,d) je potpuno
omeden.

U euklidskom prostoru potpuna omedenost i omedenost su ekvivalentni poj-

movi, odnosno vrijedi:

Teorem 4.13 Podskup A C R™ euklidskog prostora R™ je potpuno omeden

ako i samo ako je omeden.
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U dokazu Teorema kompaktifikacije koristit ¢emo sljedec¢u lemu:

Lema 4.14 Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor i fi,..., fx :
X — I, k € N, neprekidna preslikavangja iz prostora X u jedinicni segment
I = [0,1]. Tada, za svaki pozitivan broj € > 0, postoji konacan otvoren

pokrivac U = (U, j € {1,...,n}) od X takav da je
meshlU < e i |fi(x) — fi(y)] < e
, (Vie{l,... k})(Ve,y € U;)(Vj € {1,...,n}).

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan i neka je V = (V;,i € {1,..., k;} konacan
otvoren pokriva¢ prostora X takav da je meshY < e i W = (W;,i €
{1,...,ko}) konacan otvoren pokriva¢ jedinicnog segmenta I takav da je
meshWW < e.

Stavimo,

U=V AFTTOW) A A FTEW).

Kako je svaki ¢lan V; N f; Y (Wj,) N ... f *(W),) pokrivaéa U podskup odgo-
varajuéeg ¢lana V; pokrivaca V, to je diam(V; N fi ' (W) N ... £ (W) <
diamV; < €, pa iz konacnosti od U slijedi meshid < €. Iz neprekidnosti pres-
likavanja fi,..., fx, te otvorenosti pokrivaca V i W slijedi da je U otvoren
pokriva¢ prostora X.

Dokazimo jos da za svaki izbor [ € {1,... k},i € {1,...,ki},j1,.--,Jk €
{1,... ko} i za svaki x,y € Vin fi (W) N oo f (W5, vrijedi |fi(x) —
fily)] < e. Odaberimo [ € {1,... .k}, i € {1,....ki}, 71, ,Jr € {1,... ka}
iz,y € Vin fi (W) N 7 (W), Bududi da je z,y € VN f (W) N
YW C TN W), slijedi fi(z), fi(y) € Wy, Kako je diamW,, < € u
prostoru I, to je | fi(z) — fi(y)| < diamW,, < e. Time je lema u potpunosti

dokazana. m
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Prisjetimo se, Hilbertova kocka, u oznaci 1%, je topoloski produkt [] I,,
neN

gdje je I, = I = [0, 1] potprostor euklidskog prostora R, za svaki n € N.

Svaki separabilan metrizabilan prostor moze se smjestiti u Hilbertovu kocku

1. Stovise vrijedi:

Teorem 4.15 Neka je X topoloski prostor. Tada su sljedece tvrdnje ekviva-

lentne:

(i) X je 2-prebrojiv i reqularan.

(1) X je homeomorfan potprostoru Hilbertove kocke I*.
(i1i) X je metrizabilan i separabilan.

Nadalje, ako je topoloski prostor X homeomorfan potpuno omedenom me-
trickom prostoru (Y, d), onda postoji potpuno omedena metrika koja metri-
zira toplogiju na X.

Kako je Hilberova kocka I“ kompaktan prostor, to postoji potpuna i pot-
puno omedena metrika d koja metrizira topologiju na I¥. Tada je, za svaki
potprostor A C [¥, prostor (A,d) takoder potpuno omeden. Dakle, i za
svaki topoloski prostor X homeomorfan potprostoru Hilbertove kocke vrijedi
da postoji potpuno omedena metrika koja metrizira topologiju na X. Po-
sebno, za svaki separabilan metrizabilan prostor X postoji potpuno omedena

metrika koja metrizira toplogiju na X.

Teorem 4.16 (Teorem kompaktifikacije) Neka je X separabilan metri-
zabilan prostor. Tada postoji kompaktifikacija ()N(, i) od X takva da je dimX <
dimX.

Dokaz. Neka je d potpuno omedena metrika koja metrizira topologiju na
X. Za svaki m € N, ¢emo rekurzivno definirati konacne otvorene pokrivace

Un = (Unp, k € {1,... ky}) prostora X takve da vrijedi:
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(i) ordU, < dimX;
(i) meshldy, < 3

(iif) Za svaki 0 <i <mik < ki, je |fir(®) — fix(y)] < 5=, kad god z,y

pripadaju istom ¢lanu pokrivaca U,,, gdje su fi : X — I definirane s:

d(l’, X \ Uz,k)

i

, za svaki x € X.

fir(@) = —

=

d(x, X \ Ui,j)
1

Kako je X potpuno omeden, to postoji konacan otvoren pokriva¢c U od X
takav da je meshld < % Ako je dimX = oo, onda je ordd < dimX. Ako je
dimX < oo onda, po definiciji dimenzije pokrivanja, i ima kona¢no otvoreno
profinjenje U’ reda manjeg ili jednakog dimX. Kako je meshid" < meshld,
to, i u jednom i drugom slucaju, postoji konacan otvoren pokriva¢, nazovimo
ga Uy = (Uig, k € {1,...,k}), prostora X, takav da je ordly < dimX i
meshld, < 2% = %

Pretpostavimo da smo definirali kona¢ne otvorene pokrivace Uy, . .. , U1, m >
1 i pripadna preslikavanja f;x, za svakii € {1,..., m—1}ik € {1,...,k},
tako da vrijedi (4), (i) 1 (i77).
Primjetimo da su preslikavanja f; x dobro definirana, za svakii € {1,...,m—
1} i svaki k € {1,...,k;}. Naime, kada bi za x € X proizvoljan vrijedilo
kil d(z, X \ U;;) =0, onda bi slijedilo

J

z € CUX\Uij) =X \Uy;

,za svaki j € {1,... k;}. Odavde bi slijedilo

xEh(X\Ui,j):X\(UUZ-,j):X\X:(i).
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Nadalje, preslikavanja f; x su neprekidna, za svaki i € {1,...,m — 1} i svaki
ke {l,...,k}. Toslijedi iz ¢injenice da je preslikavanje x — d(x, A) nepre-
kidno, za svaki podskup A C X, i neprekidnosti zbrajanja i dljeljenja realnih
brojeva. Uocimo da je f;x(x) € I, jer je 0 < d(z, X\ U, ;) < z d(z, X\U,,),
zasvakii e {1,...,m—1}isvakik € {1,...,k;}. Po prethodHOJ lemi, za € =
55 > 01 konacan niz neprekidnih preslikavanja (f;x : X — I,i € {1,...,m—
1}, ke {1,...,k;}), postoji konacan otvoren pokriva¢ U prostora X takav da
je meshld < 2%,1 i fir(z)— fir(y)| < 2%”, kad god z i y pripadaju istom ¢lanu
pokrivaca U. Ako je dimX = oo, onda je ordd < dimX. Ako je dimX < oo,
onda, po definiciji dimenzije pokrivanja, i ima kona¢no otvoreno profinjenje
U’ reda manjeg ili jednakog dimX. Kako je meshid' < meshld, to, i u jed-
nom i drugom slucaju, postoji konacan otvoren pokrivac, nazovimo ga U,, =
(Ui, k € {1,...,kn}), prostora X takav da je ordi,, < dimX i meshU,, <

o= Poredajmo elemente skupa {(m,k) :m € N,k € {1,...,k,}} uniz

21 2'm

(Tp)nen tako da je 1 = (1,1),..., 25, = (1, k1), Tpy01 = (2,1), .00, Thyaky, =

(2, ks), ... VT 1 = (m,1),...,25m & = (M, k), ... ineka jen(mo, ko) :=
x7 Y (mg, ko), za svaki (mg, ko) € {(m,k) : m € Nk € {1,...,k,}}. Defini-

rajmodv:XxX—ﬂR

oo

- 1
d([L‘7y):d(ZL‘,y)+ Z W|f@,k(x)_fz,k(y)|v ZafaiUEX-

n(i,k)=1

Dokazimo da je d metrika na X.

(M1) Ocito je d(z,y) > 0 za svaki z,y € X.

(M2) Pretpostavimo da je d(z,y) = 0. Onda je d(z,y) = 0, pa je z = y.
Obratno, ci(x, r)=d(z,r)+ Z Qn(li,m \fir(x) = fir(z)| = 0.

n(i,k)=1

(M3) d(z,y) = d(z, )+ S siolfin@)—fir@) = dw o)+ > skl fir(y)—

n(i,k)=1 n(i,k)=1
lec(ﬂ?)\ =d(y,x), za svaki z,y € X.
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(M4) dlw,2) = dle, )+ S mlfiate) = fisla)l <

< d(a,y)+dly. )+ > gem (fir(@) = fix )+ fin(y) — fin(2)]) =

n(i,k)=1

=1

=d(r,y) + (%ﬁ se Lfin() = fie(y)|+

+d(y, z) + (2; s | fie (W) = fir(2)] =
n(ik)=1

= J(m, y) + &(y, z), za svaki x,y, 2z € X.

Dokazimo da su d i d topoloski ekvivaletne metrike. Kako je d(x,y) <

d(z,y) za svaki z,y € X, to je identiteta 15, = id : (X,d) — (X, d) (unifor-

mno) neprekidno preslikavanje.

Dokazimo da je identiteta 1,; = id : (X, d) — (X, d) neprekidno preslika-

vanje. Neka je x € X po volji odabran i € > 0 proizvoljan. Neka je m € N

takav da je 2% < §. Takav m sigurno postoji jer geometrijski red )| 2%

j=m

konvergira. Kako je U, pokrivac¢ prostora X, to postoji clan U pokrivaca U,,
takav da je x € U. Kako je U C X otvoren, to postoji ¢’ > 0 takav da je
By(z,0") CU.

Neka je y € X takav da je d(z,y) d = min{d,5}. Tada je y €

< 2
Bqy(x,0) C U, paje |fix(x) = fir(y)| < 5%, za svakii € {1,...,m — 1} i
svaki k € {1,...,k,}. Sada je:

d,y) =d(z,y)+ > sumlfir(@) = fir)| =

n(i,k)=1

m—1 o)
=d(z,y) + (zk): sew [ fin(x) — fie(y)| + (%: s [ fir(x) — fin(y)] <

=1
m—1 1 1 0 1
<dz,y)+ Y semamt2 X e S
n(i,k)=1 n(i,k)=m
2m—1

<d@zy+ X sewt2 X gum <
n(i,k)=m n(i,k)=m

<d(z,y) +3 > sum <s+35=c¢
n(i,k)=m

Dakle i identiteta 1,; = id : (X,d) — (X, d) je neprekidno preslikavanje, pa
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sudid topoloski ekvivalentne metrike.

Pokazimo sada da niz (mesh iy, )men konvergira prema 0. Neka je € > 0

proizvoljan i my € N takav da je Z 5 < <. Za svaki m > my , svaki ¢lan
J=mo

U pokrivaca U, prostora X i z,y € U proizvoljne vrijedi:

da,y) = dey)+ Y smlfn@) = firly) =

n(i,k)=1

= d(iU Z/) + Z 2n(1i,lc) |fzk($) - fi,k(y>| + (}%:7 ﬁ”@k(l’) - fi,k(y)| <

| /\

1
1
+ Z 271(1 k) 2'm + 2 Z on(i,k) S
n(i,k)= n(i,k)=m
2m— 1

oo
1 1
S 2m0 + Z Qn(i,k) + 2 Z on(i,k) S
n(i,k)= n(i,k)=m
o0 (o9}

1
< Y moet3 X s <
n(i,k)=mo n(i,k)=m
00

< 4n(i’§: an <47 =
Dakle, meshczum <€, za svaki m > mg. Odavde odmah slijedi da je metricki
prostor (X, CZ) potpuno omeden.

Dokazimo sada da su preslikavanja f,x : (X, J) — I uniformno nepre-
kidna preslikavanja, za svaki m € Nisvaki k € {1,...,k;,}.
Neka su mg € Ni kg € {1,...,k,} proizvoljni i € > 0 po volji odabran. Za
0 1= Satmgrgy VIijedi:
(Var,y € X) d(2,9) < 6= [ fro ko (#) = frnoo(0)] =
= 2”(m°’k°)m\fmo,ko( ) = fmoko ()] <
< 2000 ko) (d(z, y) + Z e [ fir(@) = fin(W)]) =

n(i,k)=1
— 9on (mo,ko) CZ(fL’ y) < on mo,k0)5 _ 2n(m0,k0)

2n(m0 k) — €
Dakle, fux @ (X, d) — I je uniformno neprekidno preslikavanje, za svaki
m € Nisvaki k€ {1,... . ky}.

Neka je ((X, J), i) upotpunjenje metrickog prostora (X, CZ) Po prethod-

nim napomenama, ()~( ,CZ) je potpuno omeden prostor i, za svaki m € N i

77



Poglavlje 4. Teorem kompaktifikacije i relacije izmedu dimenzija

ke {1,...,ky,}, postoje jedinstvena neprekidna preslikavanja fm,k;f( — I
takva da je fm,k 0t = frmk-

Kako je X potpun i potpuno omeden to je, po karakterizaciji kompaktnosti
u klasi metrickih prostora, X kompaktan. Dakle (X,4) je kompaktifikacija
od X. Dokazimo jos da je dimX < dimX.

K -
Vrijedi ) for(z) = > M =1, za svaki z € X. Dokazimo da je i
k=1

k=1 % d(z,X\Un, ;)
j=1

:Zml Fon(x) = 1.

Neka je x € X proizvoljan. Kako je i(X) gust u X, to postoji niz (i(x,)) u

i(X) takav da je lim(i(x,)) = z. Iz neprekidnosti f, . slijedi:

S Fok(@) = 3% Frllim(i(en))) = (3 Fupli(a)) = im( 3> filn) =

1;;711(1) , k=1 k=1 k=1

Zasvakim € N, definirajmo familiju podskupova Uy, = (Upi, k € {1,..., kpn})

od X gdje je Uy = frg}k(@, 1]). Svaki Uy, C X je otvoren u X jer su fo,

neprekidna preslikavanja i (0, 1] C I otvoren u I.

Nadalje, U,,, je pokrivac od X jer, za svaki z € X, je ki fmk(x) =1, pa pos-

toji j € {1,...,kn} takav da je f,,;(z) > 0. Sada jek:;IE Upj = fgb((O, 1]).
Pokazimo sada da vrijedi i(X) N Ui = i(Upnp).

Neka je i(z) € i(X) N Uy proizvoljan. Tada je

d(z, X \ Uni)

0 < frui(i(2) = frnpelx) = K
> d(a:,X \ Um,j)

j
,pajed(x,X \Upyy) > 0. Dakle, x ¢ CU(X \ U ) = X \ U iz Cega slijedi
x € Up . Dakle, i(z) € i(Upx), pa vrijedi i(X) N Um,k C i(Ung)-

Obratno, pretpostavimo da je i(z) € i(Up, ). Tada je d(z, X \ U i) > 0, pa
je

d(z, X \ Unr)

0<+
Zld(:r,X \ Unj)
]:

= fup(@) = frna(i(@)).
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Odavde slijedi i(x) € f,;}k((O, 1]) = Up. Ocito je i(z) € i(X), pa je i(z) €
i(X)NUp . Time je dokazano i(X) Ui 2 i(Upi), odnosno i(X) N0y, =
i(Uny)-

Dokazimo sada da je lim(meshél;lm) = 0. Neka je € > 0 proizvoljan.
Kako je lim(meshjl,,) = 0, to postoji my € N takav da, za svaki m > my,
vrijedi meshjl,, < e. Neka je sad m > mg proizvoljan i k € {1,...,k,}
po volji odabran. Dokazimo da je diamj[jm,k < e. Neka su x,y € Um,k
proizvoljni. Tada postoje nizovi (i(x,)), (i(y,)) ui(X) takvi da lim(i(z,)) =
x,lim(i(y,)) = y. Kako je Umk C X otvoren u X, to postoji ng € N takav
da, za svaki n > ng, vrijedi i(x,),i(y,) € Umk Dakle, za svaki n > ng
i(xn),i(yn) € Umk Ni(X) = i(Upng), 0dnosno ,, y, € Upn . Sada je:

d(a,y) = d(lim(i(z,)), im(i(ya))) = Lm(d(i(n), i(ya))) = lm(d(@n, yn)).
Kako je diamjU,, < € i kako su x,,y, € Uny, za svaki n > ng, to je
hm(d(mn,yn)) < e. Odavde slijedi diamdffm’k < €, pa je mesh;])m <€ za
svaki m > my iz ¢ega slijedi lim(meshjl;{m) = 0.

Dokazimo sada da je ordl;{m < dimX, za svaki m € N.
Ako je dimX = oo tvrdnja ocito vrijedi, pa pretpostavimo da je dimX < oo.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji m € N takav da je ordl,, > dimX.
Tada postoje medusobono razli¢iti clanovi Um,l, cee Um,dim x 12 pokrivaca Z;{m
takvi da je
Upa 00 U dimx 12 7 0.

Kako je Um,l N---N Um,dimX+2 C X neprazan i otvoren, te i(X) gust na X,
to je

Upt O 0 Uppgimx 2 N i(X) # 0.
Odnosno,

Z'(UmJ) n---N i(Um,dimX+2) 7é ®7
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pa je
Ui NN Ungimx+2 # 0,
a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je ordif,, < dimX. Time smo dokazali
ordZ;{m < dimX, za svaki m € N.
Dakle, u prostoru (X,ci), za svaki € > 0 postoji dovoljno velik m € N
takav da, za konacan otvoren pokrivac U, vrijedi mesh ji;lm < €1 pri tom je

ordZ;{m < dimX. Iz Teorema m slijedi dimX < dimX. Time je teorem u

potpunosti dokazan. m

4.3 Teorem o jednakosti dimenzija

U ovom poglavlju ¢emo dokazati da, za svaki separabilni metrizabilan prostor

X, vrijedi indX = IndX = dimX.

Lema 4.17 Neka je X metrizabilan prostor + M C X potprostor od X. Za
svaku familiju (G;,1 € {1,...,k}) u parovima disjunktnih otvorenih podsku-
pova u prostoru M, postoji familija (H;,i € {1,...,k}) u parovima disjun-
ktnih otvorenth podskupova w prostoru X tako da vrijedi G; C H;, za svaki
ied{l,....k}.

Dokaz. Neka je d metrika koja metrizira toplogiju na X. Za svaki ¢ €

{1,...,k}, neka je
H:={re X :d(z,G;) <d(z,M\ G;)}.

Preslikavanja x +— d(z,G;) 1 © — d(z, M \ G;) su neprekidna, pa je H; C X
otvoren za svaki i € {1,...,k}.

Nadalje, za svaki ¢ € {1,...,k} i proizvoljan z € G; C M, jex ¢ M\ G; =
ClyM \ Gy, pa je d(z, M \ G;) > 0, odnosno 0 = d(z,G;) < d(z, X \ G;).
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Dakle, z € H;.

Ako je x € H; N H;, onda je 0 < d(z,G;) < d(x,M \ G;) 10 < d(z,G,) <
dlz, M\ G)), pajex ¢ CI(M\G;) D M\ G,z ¢ Cl(M\ G;) 2 M\ G,
Time je pokazano da je x € G; NG}, a iz toga slijedi ¢ = j. Odnosno, skupovi

H;,i € {1,...,k} suu parovima disjunktni. m

Lema 4.18 Za svaki separabilan metrizabilan prostor X wvrijedi dimX <

indX.

Dokaz. Neka je X seprarabilan metrizabilan prostor. Ako je indX = oo
tvrdnja ocito vrijedi. Ako je indX = —1, onda je X = (), pa je dimX =
—1 =indX. Pretpostavimo da je indX = 0. Neka jeUd = (U;,i € {1,...,k})
konacan otvoren pokriva¢ prostora X. Po Teoremu [1.15, X ima prebrojivu
bazu B takvu da je indF'rV < —1, odnosno FrV = (), za svaki V € B. Kako
je
0 =FrvV =CIV\IntV = CIV = IntV =V,

to su svi elementi baze B otvoreno-zatvoreni u X.

Neka je (V;,i € N) otvoreno profinjenje od U koje se sastoji od elemenata
baze B. Takvo uvijek postoji jer, po karakterizaciji baze topoloskog prostora,
za svaki x € X isvakii € {1,...,k} takav da je z € U;, postoji V' € B takav
dajex eV CU,.

Neka je Wy := V] i, za svaki ¢ € N, ¢ > 2, definirajmo
i—1
Wi = Vi \ (U VV])
j=1

Skupovi W;, i € N su u parovima disjunktni, otvoreno-zatvoreni i (W;, i € N)
je profinjenje od Y. Naime, za svaki = € X, neka je n(x) = min{i e N: z €
Vi}. Kako je (V;,i € N) pokriva¢ prostora X, to je skup {i € N: z € V;}

neprazan podskup skupa prirodnih brojeva N, pa n(x) sigurno postoji. O¢ito
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jex € Wy = Vn(gﬁ)\(n(x)i1 W;), paje (W;,i € N) pokrivac prostora X. Kako
je W; C V;, za svaki i jezi\l, i (V;,i € N) profinjenje od U, to je (W;,i € N)
profinjenje od U.
Vrijedi ord(W;,i € N) <0 jer su skupovi W;, i € N u parovima disjunktni.
Iz Teorema slijedi dimX < 0 = indX.

Sada pretpostavimo da je indX =n > 0inekajeld = (U;,i € {1,...,k})
konacan otvoren pokriva¢ prostora X. Po Drugom teoremu dekompozicije
1.34] postoje potprostori Z; C X od X, j € {1,...,n+ 1} takvi da je

n+1
indZ; < 0zasvakije{l,....n+1}iX =] 2.

i=j

Iz prethodno dokazanog slijedi da je dimZ; <0, za svaki j € {1,...,n+1}.
Iz Teorema slijedi da, za svaki j € {1,...,n + 1}, otvoren pokrivac
U|Z; ima otvoreno (u Z;) umanjenje (G;;,¢ € {1,...,k}) reda ord(G;;,i €
{1,...,k}) <0,tj. Gj;,i € {1,...,k}suuparovima disjunktni otvoreni sku-
povi u Z;. Iz prethodne leme slijedi da postoji familija (H;;,i € {1,...,k})
u parovima disjunktnih otvorenih skupova u X tako da vrijedi G,; C H;; za
svakii € {1,...,k}.
Familija (V;;, = H;; NU;,i € {1,...,k}j € {1,...,n+ 1}) je otvoreno pro-
finjenje pokrivaca U. Naime, za svaki z € X, postoji j € {1,...,n + 1}
takav da je x € Z;. Kako je (Gj;;,7 € {1,...,k}) pokriva¢ od Z; to pos-
toji i € {1,...,k} takav da je x € G;; € H;; N (U;N Z;) C V;;. Na-
dalje, V;; € X su otvoreni u X, kao presjek otvorenih skupova, za svaki
ie{l,....;k}ije{l,...,n+1}. Ocito je V;; CU;, zasvakii € {1,...,k}
ijed{l,...,n+1}, paje (Vj,i € {1,...,k}j € {1,...,n+ 1}), uistinu,
otvoreno profinjenje pokrivaca U.

Nadalje, vrijedi ord(V;;,i € {1,...,k},j € {1,...,n+1}) < n jer,

za proizvoljna n + 2 razlicita clana Vj, ;,,...,V]

insasinge DOkrivaca (Vj, i €
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{1,...,k}j € {1,...,n+ 1}), moraju postojati l1,ls € {1,...,n+ 2} takvi

da je jl1 = jl27 pa je

‘/}'1,1'1 M---N ‘/}71+27in+2 - V;'ll,izl n le27i12 = (Hjllzill N Uill) N (szzy% N Uizz) -
Q Hjll,ill N Hleﬂ‘lQ = Hjllyill N Hjl17il2 = (Z) Odavde Sh_]edl dimX S n=1indX.
|

Lema 4.19 Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor i A, B C X disjunk-
tni zatvoreni podskupovi od X . Tada je d(A, B) > 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je d(A, B) = sup{d(a,B) : a €
A} = 0. Po karakterizaciji supremuma, za svaki n € N, postoji a,, € A takav
da je d(a,, B) < %

Za metricke prostore vrijedi nizovna karakterizacija kompaktnosti, tj. vrijedi
da je metricki prostor Y kompaktan ako i samo ako svaki niz (y,) u Y ima
konvergentan podniz (y,, ).

Dakle niz (a,) ima konvergentan podniz (ay,, ) i neka je a = lim(a,, ). Kako
je (an,) nizu Ai A C X zatvoren, to je a € A. Nadalje, d(a,B) =
d(lim(ay,, ), B) = lim(d(an,, B)) < lim(%) = 0, odakle slijedi a € B, $to

je kontradikcija s ¢injenicom da su A i B disjunktni. m
Lema 4.20 Za svaki kompaktni metrizabilan prostor X vrijedi indX < dimX.

Dokaz. Neka je X kompaktan metrizabilan prostor i d metrika koja me-

trizira topologiju na X. Ako je dimX = oo, onda tvrdnja ocito vrijedi,

pa pretpostavimo da je dimX = n < oo. Dokaz provodimo indukcijom po

n=dimX € NU{-1,0}.

Pretpostavimo da je dimX = —1. Tadaje X = 0, pa je indX = —1 = dimX.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki kompaktan metrizabilan pros-

tor dimenzije pokrivanja strogo manje od n i neka je dimX = n.
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Neka je x € X proizvoljna tocka i B C X po volji odbran zatvoren skup u X
takav da z ¢ B. Dokazimo da postoji separator L tocke x i skupa B takav
da je dimL < n — 1, odnosno da postoje otvoreni skupovi K, M C X u X
takvida je L =X\ (KUM) i

reK, BCM, KNM=0idimL<n-—1.

U tu svrhu éemo rekurzivno, po n € N, definirati dva niza (K;)ieny,(Mi)ien,

zatvorenih podskupova od X tako da, za svaki ¢ € N vrijedi:

skup L; := X \ (K; U M;) ima konacan otvoren pokriva¢ W; takav da je

1
meshW,; < n iordW, <n-—1. (4.2)

Neka je Ko := {x} i My = B.

Pretpostavimo da smo definirali skupove K;,M; tako da vrijedi 4.1][4.2] za
svakiti=1,...,7 — 1 gdje je 7 > 1.

Po prethodnoj lemi, vrijedi d(K;_1,M; ) > 0. Kako je X kompaktan, to
postoji konacan otvoren pokriva¢ U] prostora X takav da je meshld; <
min{%,d(Kj,l,Mj,l)}. Kako je dimX = n, to postoji konacno otvoreno
profinjenje U; = (Uj;, 1 € {1,...,m;}) od U] takvo da je ordid; < n. Ocito
je meshld; < min{%, d(Kj_1,M;_1)}.

Neka je K; :== X\ H; i M; = X \ G}, gdje su

Gj = U{Uj’l e {1, R ,mj},C'lUjvl N Mj—l = @}

Hj = U{Ujvl e {1, . ,mj},ClUj’l N Mj_l 7£ @}
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Primijetimo da je G; U H; = X. Nadalje,primijetimo da je G; # (. Doista,
kako je U; pokrivac prostora X, to sigurno postoji ¢lan U # () tog pokrivaca
takav da je U N K;—; # (. Pa, neka je y € U N K;_;. Tvrdimo da je
ClU N M;_; = (. Kada bi postojao z € CIU N M;_y, onda bi diamU =
diamClU > d(y,z) > d(K;_1,M;_1), $to je u kontradikciji s meshid; <
min{ 3, d(K;-1, M;_1)}. Dakle, 0 # U C G;.

Vrijedi CIG; N My = 0 = ClH; N K;_4. Naime, CIG; = | J{ClU;, : | €
{1,....,m;},ClU;;NM;—y =0}iClH; = | J{ClU;; : 1 € {1,...,m;},ClU;; N
M;_y # 0}.

Odavde slijedi K;_1 € X\ ClIH; = X\ CU(X \ K;) = IntK; i M;; C
X\CIG; = X\CU(X\M;) = IntM;. Nadalje, K;NM; = (X\H;)N(X\G;) =
X\ (H;UG;) =X\ X =0. Dakle, za i = j vrijedi [L.1]

Familija W, = (U;; N L; : 1€ {1,...,m;},ClU;, N M;_y # 0) je otvo-
ren pokriva¢ skupa L; = X \ (K; UM;) = X\ (X \ H;)) U(X\ G;) =
X\ (X\(H;NnG;)) = HiNG,;. Naime, za svaki y € L;, vrijedi y €
Ly =H;NnG; C H ={Uj; : 1 €{1,...,m;},ClU;; N M;_; # 0}, pa
postoji [ € {1,...,m;} takav da je y € U;; i ClU;; N M;_; # 0. Sada je
y € Uj; N Lj, pa je W; pokrivac prostora L;. Kako je U;; € X otvoren u X
to je U;; N L; C L; otvoren u Lj, za svaki [ € {1,...,m;} pa je W; otvoren
pokriva¢ prostora L;. Kako je meshU; < %, to je diamU;; < %, za svaki
le{l,...,m;}, paje meshWV; < %

Tvrdimo da je ordW; < n — 1. Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji n

razlicitih ¢lanova Ujy,, ..., U,,, pokrivaca W; tako da je () (Uju, NLj) =

m=1
(N Uju,) N L;j # 0, tj. nrazlicitih ¢lanova Uy, ..., U, pokrivaca U; tako
m=1

n

da je ﬂ (Uij N L]) = ( ﬂ Uij) N Lj 7é (Z) 1 ClUle N Mj—l;- . .,ClUjJn N
M; 1 # 0.
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Tada postoji y € ( ﬂ Uji,) N Lj, pajey € L; € G;. Odavde slijedi da
postoji ¢lan U pokrlvaca U, takav da je y € U 1 ClIU N M;_; = 0. Kako je
ordi; <niyeUn( ﬂ Uii,) # 0, tojeU:Uj,lm,zanekimG {1,...,n}.
Dakle, ClU;,,, N M;_4 7é i ClU;,,, N My = 0, $to je kontradikcija. Prema
tome vrijedi ordW; < n — 1.

Time je zadovoljen i uvjet[d.2]za i = j, pa smo konstruirali nizove (K; );eny. (M, )ien,
s trazenim svojstvima.

Nekasu K := |J K;i M := |J M,;. Tvrdimo da su K, M C X otvoreni

1€Np 1€Np
u X. Vrijedi K := |J K; C | IntK;. S druge strane K := |J K; D K :=
i€Np €N 1€Ng
U IntK; O |J IntK;, paje K = |J IntK;. Dakle, K C X je otvoren u X.
ieNg ieN iEN
Sliéno, vrijedi M := |J IntM;, pa jei M C X otvoren.
iEN

Nadalje, K i M su disjunktni. Pretpostavimo da je y € K " M
(U Ki)n (U M;). Onda postoje i,j € Ny takvi da je y € K; N M; C

1€Np 1€Np

Kaxfij} N Mmaxgijy = 0, $to je kontradikcija. Dakle, K N M = 0.

Otito jew € K1 B C M. Nekaje L:= X\ (KUM) = X\ (U (K,;UM,)) =
i€Np

N (X\ (K UM;)) = () L.

1€Np 1€Np
Dokazimo da je dimL < n — 1. Neka je € > 0 proizvoljan i ¢ € N takav da je

% < e. Po L; ima konacan otvoren pokrivac¢ W, takav da meshW,; < % i
ordW; < n — 1. Sada je W;|L konacan otvoren pokriva¢ od L za koji vrijedi
meshW;|L < meshW; < % < eiordW|L < ordW; < n —1. Iz Teorema
3.27, slijedi dimL <n — 1.

Po pretpostavci indukcije, vrijedi ind. < n — 1, pa je, po Propoziciji [1.13

mndX < n=dimX. Time je lema u potpunosti dokazana. =

Teorem 4.21 (Teorem o jednakosti dimenzija) Za svaki separabilan me-

trizabilan prostor X wvrijedi indX = IndX = dimX.

Dokaz. Po Teoremu [£.2] vrijedi indX = IndX, a po Lemi dimX <
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mdX. Prema tome, dovoljno je pokazati da je indX < dimX. Po Teoremu
kompaktifikacije (Teorem , postoji kompaktifikacija (X,i) od X takva
da je dimX < dimX. Iz Leme slijedi indX < dimX. Po Teoremu o
potprostoru (Teorem je ind(i(X)) < indX, a kako je mala induktivna
dimenzija topoloska invarijanata u klasi regularnih prostora (Teorem , to
je indX = ind(i(X)). Dakle, vrijedi

indX = ind(i(X)) < indX < dimX = dimX.

Iz toga slijedi IndX = mdX = dimX. =

4.4 Relacije izmedu velike induktivne dimen-
zije i dimenzije pokrivanja

U ovom odjeljku dokazat ¢emo da, za svaki normalan prostor X, vrijedi
dimX < IndX, te da se u klasi metrizabilnih prostora podudaraju velika

induktivna dimenzija i dimenzija pokrivanja.

Lema 4.22 Neka je X normalan prostor in € Ny. Ako, za svaki par disjun-
ktnih zatvorenih podskupova A, B prostora X, postoji separator L izmedu A

1 B takav da je dimL <n — 1, onda je dimX < n.

Dokaz. Neka je (Ui € {1,...,k}) konacan otvoren pokriva¢ prostora
X. Po Lemi B.10| (U;,7 € {1,...,k}) ima zatvoreno umanjenje (Fj,i €
{1,...,k}). Po pretpostavci, za svaki i € {1,...,k}, postoji separator L;
izmedu F; i X \ U;, takav da je dimL; <n—1. Zasvakii € {1,...,k}, neka
su Wy, W! C X otvoreni skupovi u X takvi da vrijedi F; C W;, X\ U; C W/,
W,NnW/=01X\L; =W, nW/. Tada je, po Napomeni [1.11| FrW; C L.
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Nadalje, F; C W; C X \ W/ C U,. Kako je L := LkJ L; zatvoren potpros-
tor od X, to je L normalan prostor. Nadalje, za lz:altvorene skupove L; u
L vrijedi dimL; < n — 1, za svaki i € {1,...,k}, pa, po Teoremu sume za
dimenziju pokrivanja[3.22] vrijedi dimL < n—1. Neka je (G;,i € {1,...,k})
zatvoreno umanjenje otvorenog pokrivaca (L N U;,i € {1,...,k}) prostora
L reda manjeg ili jednakog n — 1. Kako je L zatvoren u X i G; zatvo-
ren u L, to je G; zatvoren u X, za svaki ¢ € {1,...,k}. Po Teoremu
3.11} postoji uveéanje (V/,i € {1,...,k}) familije (G;,i € {1,...,k}) ,
tako da vrijedi G; C V! C CIV/ C U; , za svaki i € {1,...,k}. Vri-
jedi ord(V/,i € {1,...,k}) < n — 1. Ponovo koriste¢i Teorem [3.11] dola-
zimo do familije (V;,i € {1,...,k}) otvorenih podskupova V; C X, tako
da vrijedi G; C V; C ClV; C V! C U;, za svaki i € {1,...,k}. Kako je
ord(V/,i € {1,...,k}) < n—11ord(Gsi € {1,...,k}) < n—1, toje
ord(Vi,i € {1,...,k}) <n—1. Neka je V := ij V;. Tada vrijedi

=1
k k
L=JGclJvi=VW
=1 =1

Za svaki i € {1,...,k}, definirajmo Z, := CUW; \ (V.U U W). Fami
lija (CUV4,...,ClVy, Zy, ..., Zy) je zatvoreno profinjenje pojkzrivaéa (Us,i €
{1,...,k}). Doista, neka je x € X proizvoljan. Ako je z € V, onda postoji
i€{l,...,k} takav da je x € V; C CIV,. Pretpostavimo da je z ¢ V. Neka
je i(x) := min{i € {1,...,k} : x € W;}. Takav i(z) sigurno postoji jer je
(Fi,i € {1,...,k}) pokriva¢ prostora X i F; C W;, za svaki ¢ € {1,...,k}.
Tada vrijedi € W) C ClWyy), te @ ¢ W, za svaki j < i(z). Iz defi-
nicije Z(, slijedi € Z;,). Nadalje, za proizvoljan i € {1,...,k} vrijedi
Clv; C U, te .

a:cmAwﬁQWpgcmqvgcmngcmmugcmmFM@:

=
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IntW; = W; C U;. Dokazimo jos da je ord(ClVy,...,ClVy, Zy,..., Zy) < n.
Zasvakii,j € {1,... k}, takav da je j < i vrijedi

Z:1Z; C CIW,; N (CIW; \ (V UW;)) C CIW,; N CIW, N (X \ V) N (X \ W;) =
CIW,NFrw,; N (X\V)C Friv;\V =10.

Nekasu Yy, ..., Y, 2 medusobno razli¢iti clanovi pokrivaca (CIVy, ..., ClVy, Z1, . ..

Ako postoje 4,5 € {1,...,n+ 2} takvida je Y; = Z;, 1 Y; = Zj, za
neke 7,5/ € {1,...,k} onda je ViN---NY,n CY,NY;, = (0. Zato,
bez gubitka opcenitosti, pretpostavimo da postoje iy, ...,i,41 € {1,...,k}
takvi da vrijedi Y7 = ClV;,,...,Y,11 = ClV, . Kako je ord(ClV;,i €
(1, k) <n-1,t0jYiN--NYus CYiN---NYe = 0. Dakle,
ord(ClVy,...,ClVy, Zy, ..., Zy) < n. Iz Propozicije slijedi dimX < n.

[ ]
Teorem 4.23 Za svaki normalan prostor X wvrijedi dimX < IndX.

Dokaz. Neka je X normalan prostor. Ako je IndX = oo, tvrdnja ocito
vrijedi. Pa, pretpostavimo da je IndX =n € NU{—1,0}. U ovom slucaju
dokaz provodimo indukcijom po n = IndX. Pretpostavimo da je IndX =
—1. Tada je X =0, pa je dimX = —1 < IndX. Pretpostavimo da, za svaki
normalan prostor Y velike induktivne dimenzije strogo manje od n > 0,
vrijedi dimY < IndY, te neka je IndX = n. Po Teoremu za svaki
par disjunktnih zatvorenih podskupova A, B prostora X, postoji separator
L izmedu A i B takav da je IndL < n —1. Po pretpostavci indukcije, vrijedi
dimL < IndL <n — 1. Iz prethodne leme slijedi dimX <n = IndX. =

Definicija 4.24 Neka je W = (W, A € A) pokrivac topoloskog prostora X .
Za svaki Ny € A, zvijezda skupa Wy, s obzirom na pokrivac W, u oznaci

St<W)\07W) ) je Skup U{W)\ tAE A’ W)‘ A W)‘O ?é (Z)}
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Lema 4.25 Neka je X normalan prostor , n € NU{—1,0} 1 W; = (W}, \ €

Ay))ien niz otvorenih pokrivaca prostora X tako da vrijedi:
(1) ordW; <n, za svaki i € N.
(1) Wiy1 je profinjenje od W, za svaki i € N.

(iii) Za svaku tocku x € X, mnozina {St(Wi,W;): X € A;,x € Wi i € N}

je lokalna baza prostora X u tocki x.

Tada je dimX < n.

Dokaz. Bez gubitka opéenitosti pretpostavimo da su, za svaki ¢ € N ¢lanovi
pokrivaca W; medusobno razli¢iti.

Neka je ¢ € N proizvoljan. Kako je W,y profinjenje od W;, to, za svaki
Wt postoji W,y takav da je Wit C Wji(/\). Definirajmo preslikavanje
fr Wit e A} — (Wi e A}

S W) =W o

Tada je ocito Witt C f(Wit!), za svaki A € A;y; Nadalje, za svaki k €
N,k > i, neka je fF = {WF X e Ay} — {Wi A e A},

o
fi=fofifio o fiy

1 fZZ = id{Wi,)\GA'}' Vrl_]edl .
WY C fE (W) =w;

Pk 1(>\)
k—1 k—1 k—2
f (Wl‘«k 1( ) Wuk 2(pr—1(N)) SR
i+2 i+2 _ i+1
€ Jina (Wm+2( ~(;U'k71()\))~~)> - Wl"i-&-l("'(#kfl()‘))"') <

C W o) = TG (L)) = fEHVR), za

svaki A € Apii <k.
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Neka je (Hj,j € {1,...,1}) konacan otvoren pokriva¢ prostora X. Za

svaki k € N definirajmo
Xy =Wl @Fjefr,....1}) SLWE W) C H;}

Dokazimo da je (X, k € N) otvoren pokriva¢ prostora X. Neka je k € N
proizvoljan. X C X je otvoren kao unija otvorenih skupova.

Nadalje, za x € X, po volji odabran postoji j € {1,...,l} takav dajez € H;,
jer je (H;,j € {1,...,l}) pokrivac¢ prostora X. Po pretpostavci je mnozina
{St(Wi,W;) : X € Aj,x € Wi,i € N} lokalna baza prostora X u tocki ,
pa postoji k € N takav da je x € St(W{, Wy) C H;. Iz definicije X slijedi
x € X, pa je (Xg, k € N) otvoren pokriva¢ prostora X.

Za svaki k € N, definirajmo

Up = {WF: X e A WEN X, # 0}

Ve={Vel:Vn(Jx;) =0}
i<k

Zasvaki U € Uy, neka je i(U) najmanji prirodan broj manji ili jednak k takav
daje fF(U)N X}, # 0. Takav sigurno postoji jer je fF(U)N X = UNXy # 0.
Dokazimo da vrijedi:

Fioy(U) € Vi,
Skup fi"éU)(U) je ¢lan pokrivaca W;). Nadalje, iz definicije od i(U) slijedi
da je f,'liU)(U) NXy #0i fz’k(U)(U) N (jL<Jka> =0, pa je fi]zU)(U) € Viw), po
definiciji od Vjw).
Za svaki i € NiV € V;, neka je

V= GU{UﬂXk U €Uy, fFU) =V ii(U) =i}
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Neka su i € N iV € V; proizvoljni. Kako je VN X; # 0 (jer je V € U;) to,
po definiciji od X;, postoji ¢lan Wi pokrivaca W; takav da je VN W} # ()
ij(V) e {1,...,1} takav da je St(Wi,W;) C H;yy. Nadalje, buduéi da je
VNW; #(iV ¢elan pokrivaca W, to je V. C St(Wi, W;).
Nadalje, vrijedi V* C V jer, za svaki U € Uy, je, po prije dokazanom,
UNX, CUC fHU) =V. Odavde slijedi da je V* C Hjwy.
Kako je V,NV; = 0, ¢im je i # j, to su, za svaki V € V := U V;, dobro
definirani V* i j(V). <
Dokazimo da je (V*,V € V) pokriva¢ prostora X.
Neka je x € X proizvoljna tocka. Kako je (X, k € N) pokriva¢ prostora X,
to postoji najmanji prirodni broj k£ € N takav da je
re X\ (X))
i<k
Buduéi da je Wy pokrivac prostora X, postoji ¢lan W¥ od W, takav da je
r e WP Kako jex € WEN Xy, # 0, to je Wf € Uy. Sadajexz € UN X, C
(fi’?U)(U))*, pa je (V*,V € V) pokriva¢ prostora X.
Pretpostavimo da su Vi, ...,V € V medusobno razliciti elementi od V takvi
da vrijedi V; € V,,,, zam; € Ny i € {1,... h}, 1 VNNV #£ (. Dokazimo
dajeh <n.Nekajex e Vi Nn.---NV7 ik e N takav da je

re X\ (X))

j<k
Iz definicije V,,, i ¢injenice da je V,; C V,,,, za svakii = 1,..., h, slijedi da
jem; < k,zasvakii=1,..., h. Naime, za proizvoljan ¢ € {1,...,h}, bududi

dajeVyr CVpy,, tojex € Vi, Kakoje Vi, € Vs toje VNl U X; ) =0.
j<m;
Buduéi da vrijedi x € V N X, zaklju¢ujemo da je m; < k. Iz definicije

Vi slijedi da postoji skup U; € Uy, takav da je fii(U;) = V;, i(U;) = m; i

(2

reUNXy. Kakojer e Xy, iz e Xi\ (U X)), to je k <k;.

j<k
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Skupovi W; := f'(U;),i € {1,...,h} sadrze tocku z. Naime, po prije doka-
zanom, vrijedi x € U; C flfz(U,) = W;. Nadalje, W; je, ocito, clan od W, za
svaki i = 1,...,h. Kako je ordWW, < n, da bi pokazali da je h < n, dovoljno
je pokazati da je W; # W;, kad god je i # j, gdje sui,j € {1,...,k}.
Primjetimo da je W; € Uy jer je z € W; N X # 0. Dokazimo da je
i(W;) = i(U;). Kako je k; > k, to je Wy, profinjenje od Wy. Nadalje vrijedi
Xr, € Xj. Naime, za proizvoljan ¢lan Wf pokrivaca W,, postoji ¢lan W[j
pokrivaca W, takav da je Wy* C WE. Sada je StWY, Wy,) C SHWE, W)
jer, za svaki A" € Ay, takav da je sz N W)]f,i = (), postoji ' € Ay takav da je
W C Wk i vrijedi WE N WE D W N WL # 0.

Sada je:

Py W) N Xy = fips (fR(U) N X = ff(U)(Uz) NXy C fZ’?U)(Uz) NXy, # 0,

pa zakljucujemo da je i(W;) < i(Uj;).
Nadalje, vrijedi

Dakle, fﬁ’w)(Uz) N Xy, # 0. Odavde slijedi i(U;) < i(W;), odnosno i(W;) =

i(U;) = mi. Cim je i(W;) = m; # my = i(Wj), za i, j € {1,...,k},i # j,

vrijedi W; # W;. Akosui,j € {1,...,k},7 # j, takvi da je m; = m; onda je

wi(W3) = fr (R (UD) = [R(U:) = Vi # Vi = [ (Uy) = S, (2 (U3) = f, (W) =
pa je i u ovom slucaju W; # Wj.

Time smo dokazali da je W; # W;, kad god je i # j, gdjesui,j € {1,...,k},

a time i da je h < n.

Da bi dokazali da je dimX < n, dovoljno je dokazati da je familija (V; :=
H{V*:VeVvijlV) =j},j € {1,...,l}) umanjenje pokrivaca (H;,j €
{1,...,1}) reda ord(V},j € {1,...,1}) < n. Ve¢ smo dokazali da je V* C
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Hjwy, paje V; C Hj, za svaki j € {1,...,1}. Dakle, preostaje nam dokazati
daje (V;,j € {1,...,1}) pokriva¢ prostora X i ord(V;,j € {1,...,1}) <n.
Kako je (V*,V € V) pokriva¢ prostora X to je oc¢ito i (V;,j € {1,...,1})
pokrivac prostora X. Neka su Vj,...,V}, medusobno razliciti ¢lanovi po-
krivaca (V;,7 € {1,...,1}) takvi da je Vj,; N--- NV}, # 0. Tada postoje
medusobno razliciti Vj/p e V;h € V takvi da je (V;/ NN (V;/h)* £ 01
iV,

ord(V;,j € {l,...,1}) <n, odnosno dimX <n. =

)= J1y--- ,j(‘/;lh) = jp. Iz prije dokazanog slijedi h < n. Odavde slijedi

Propozicija 4.26 Neka je X metrizabilan prostor. Tada su sljedece tvrdnje

ekvivalentne:
(i) dimX <n

(11) Za svaku metriku d koja metrizira toplogiju na X, postoji niz (U; =
(Ui, N € Ay))ien lokalno konacnih otvorenih pokrivaca prostora X tako
da, za svaki i € N vrijedi meshltd; < %, ordU; < n i, za svaki X € N1,
postoji pn € A; takav da je CIUT C UZL.

(111) Postoji metrika d koja metrizira toplogiju na X, te postoji niz (W;)ien
otvorenth pokrivaca prostora X tako da, za svakii € N vrigedi meshW; <

%, ordW; < n i W, je profinjenje od W;.

Dokaz. (i) = (ii) Neka je dimX < n i d proizvoljna metrika koja metrizira
toplogiju na X. Induktivno ¢emo definirati niz (U; = (U}, A € A;))ien lokalno
kona¢nih otvorenih pokrivaca prostora X tako da, za svaki i € N, vrijedi

1

meshld; < 5, ordU; < n i, za svaki A € Ay, postoji p € A; takav da je

CIU™ C Uj. Familija (B(z, 3),2 € X) je otvoren pokrivaé prostora X za

koji vrijedi mesh(B(z,3),x € X) < 1. Po Propoziciji 3.13, (B(z,3),z €

X) ima otvoreno profinjenje U; reda manjeg ili jednakog n. Ocito vrijedi
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meshid; < 1. Pretpostavimo da smo definirali lokalno konac¢ne otvorene
pokrivace U; prostora X, za svaki ¢ < k > 1. Za proizvoljnu tocku =z € X,
postoji ¢lan U pokrivaca Uy_; takav da je x € U. Kako je svaki metricki
prostor regularan, to postoji okolina U, tocke z takva da je ClU, C U.
Familija (U, N B(x,:%k),x € X) je otvoren pokriva¢ prostora X, za koji
vrijedi mesh(U, N B(z, 37),x € X) < 1. Po Propoziciji [3.13] pokrivaé (U, N
B(z, i),x € X) ima otvoreno profinjenje Uy, reda manjeg ili jednakog n.

Ocito je meshly, < Nadalje, za svaki ¢lan V' pokrivaca Uj postoji ¢lan

1
-
U,NB(x, 5z) pokrivaca (U,NB(z, 5),z € X) takav da je V C U, NB(x, 57).
Odavde slijedi da je CIV C CI(U, N B(x, i)) C ClU, C U. Time je tvrdnja
(17) dokazana.

(i1) = (4ii) Ocito.

(7i1) = (i) Pretpostavimo da postoje metrika d koja metrizira toplogiju na
X iniz (W; = (Wi, A € A;))ien otvorenih pokrivaca prostora X, tako da ,za
svaki ¢ € N, vrijedi meshW; < %, ordW; < n i W, je profinjenje od W, za
svaki ¢ € N. Neka je x € X proizvoljna tocka i € > 0 po volji odabran. Neka
je 1 € N takav da je i > % Kako je W; pokriva¢ prostora X, to postoji ¢lan
Wi, pokrivaca W, takav da je x € W3. Za proizvoljnu tocku y € St(Wi, W),
postoji clanov Wi, pokrivaca W; takav da je y € Wi, i Wi N W3, # (0. Neka
je z € WinWj,. Sada je d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) < 2meshW,; < e. Odavde
slijedi da je St(W{,W;) C B(z,¢). Dakle,{St(Wi,W;) : A\ € Aj,x € Wi i €
N} je lokalna baza u tocki z. Iz pretohodne leme slijedi da je dimX <n. m

U dokazu Teorema Katétova i Morite koristit ¢emo Urysohnov teorem.

Prisjetimo se:

Teorem 4.27 Neka je X Ty prostor. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne.

(i) X je normalan.
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(i1) Za svaki par disjunktnih nepraznih zatvorenih podskupova A, B C X,
postoji neprekidna funkcija f : X — [0,1] tako da je f(A) C {0} ¢
f(B) € {1}.

Teorem 4.28 (Teorem Katétova i Morite) Neka je X metrizabilan pros-

tor. Tada je IndX = dimX.

Dokaz. Po Teoremu [£.23] vrijedi dimX < IndX. Dakle, dovoljno je do-
kazati da vrijedi IndX < dimX. Tvrdnja ocito vrijedi ako je dimX = oo.
Zato, pretpostavimo da je dimX =n € NU{—1,0}. U ovom slucaju, dokaz
provodimo indukcijom po n = dimX. Ako je n = dimX = —1, onda je
X =0, paje IndX = —1 < dimX. Pretpostavimo da, za svaki metriza-
bilan prostor Y za koji je dimY < n > 0, vrijedi IndY < dimY, te neka
je dimX = n. Neka su A, B C X zatvoreni disjunktni podskupovi od X.
Definirat ¢emo otvorene skupove K, M C X, i L = X \ (K U M), tako da
vrijedi
ACK, BCM, KNM=0idimL<n-—1.

Ako je A ili B prazan skup, onda su trazeni otvoreni skupovi X i (), pa
pretpostavimo da su A i B neprazni. Kako je X metrizabilan, to je X
normalan prostor, pa , po Urysonovom teoremu, postoji neprekidna funkcija
f:X —[0,1] tako da je f(A) C {0} i f(B) C {1}. Neka je d' proizvoljna

metrika koja metrizira topologiju na X. Definirajmo d : X x X — R s

d(z,y) = d'(z,y) +|f(x) = fY)l, za =,y € X.

Tada je d metrika koja metrizira toplogiju na X. Doista, za svaki x,y € X
je d(z,y) = &', y)+ |f (@) FW)] = 0, te d(z,y) = d'(z,9) +1f(@) — F()] =
d'(y.x) + |f(y) — f(z)| = d(y,x). Nadalje, ako je 0 = d(z,y) = d'(z,y) +
|f($)_f(y)|7 Ondaje T =y,te d(l’,l’) = dl($,$)+|f(l')—f(l’)| = 0. Takoder,
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vrijedi d(z, z) = d'(x, 2) + | f(z) = f(2)| < d'(, y) + |f(2) = )|+ d'(y, 2) +
|[fly) — f(2)] = d(x,y) + d(y, 2), za svaki z,y,z € X. Dakle, d je metrika.
Dokazimo jos da su d i d’ topoloski ekvivalentne metrike. Kako je d'(z,y) <
d(z,y), za svaki z,y € X, to je lgg = idX : (X,d) — (X,d’) (uniformno)
neprekidno preslikavanje. Dokazimo da je 149 = idX : (X,d) — (X,d)
neprekidno preslikavanje. Neka je x € X proizvoljna tocka i € > 0 po volji

odabaran. Kako je f neprekidna funkcija, to postoji &' > 0 takav da vrijedi
d(z,y) <d =|f(x) — fly)] < %, za svaki y € X

Neka je 6 := min{$,¢'}. Tada , za svaki y € X, vrijedi

€

2:(5.

d(2,y) <6 = d(a.y) +1f(@) - f) < 5+

Dakle, d i d’ su toplogki ekvivalentne metrike, pa d metrizira pocetnu toplo-
giju na X. Od sada ¢emo promatrati samo metriku d na X. Po Propoziciji
, postoji niz (U; = (Ui, A € A;))ien lokalno konaé¢nih otvorenih pokrivaca
prostora X, takvih da , za svaki ¢ € N, vrijedi meshld; < %, ordi; < n, te za
svaki A € A; 1, postoji p € A; takav da je CIUT C U

Neka je Ky := A, My := B, te za svaki i € N, neka su K; :== X \ H; i
M; := X \ G;, gdje su

G = | J{U} : X e A, CIUL N My = 0}

H; = J{U} : A € Ay, CIU; N My # 0}
Primjetimo da je, za svaki i € N i za svaki A € A;, U} C G, ili U} C H;.
Ako je CIU; N M;_; # (), onda je CIU, N K;_1 = (), za svaki A € A;. (4.3)

Doista, za i = 1, kada bi CIUNMy = CIUNB # 01 CIUNKy = CIULNA #
(,za neki A € Ay, onda bi postojali z € ANCIU, iy € ClIU; N B. Odavde
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bi slijedilo f(z) = 01 f(y) = 1, pa bi diamU, = diamCIlU} > d(z,y) >
|f(x) — f(y)] =1, a to je u kontradikciji s diamU, < meshl; < 1. Neka je
i €N,i>11i\€A,, takav da je ClUi N M;_y # (. Tada za svaki p € A;_,
za koji je CIU} C U, vrijedi U™' N M;_y # 0. Iz definicije G;_4, slijedi
Ut € Gioy, paje Ut € Hiy. Odavde slijedi CIUy C U C Hy oy =
X\ K;_1,paje ClUNK; 1 =0.

Vrijedi C1G, N My, = 0 = CIH, N K, ,
proizvoljan. Po Lemi , vrijedi CIG; = J{CIU; : A € A;,,CIU; N M,;_; =
0} i CLH; J{CIU; : X\ € A;,ClU; N M;_, # 0}. Dakle, CIG; N M;_, = (. 1z
slijedi CIG; N K;_1 = 0.

Odavde slijedi K, ., C X \ CIH, = X \ CI(X \ K;) = IntK, i Mi_, C
X\ CIG; = X\ Cl(X \ M;) = IntM;, za svaki i € N. Nadalje, kako je
GiUH, =X, toje ;N M; = (X\H)N X\ H) =X\ (H,UG,) =0.
Definirajmo K = |J K; i M = |J M;. Vrijedi A = Ky C | K; = K

za svaki ¢ € N. Neka je? € N

i€Ng i€Np 1€Np
iB= My, C UM, = M. Nadalje, K, M C X su otvoreni. Doista,
i€Np
kako je Ky C IntK; C Ki, to je IntK = Int(|J K;) 2 U IntK; D

1€Np 1€Np

U K= U K; = U K; = K. Analogno, kako je My C IntM; C My, to
i€Ng €N 1€Ng

i€Np 1€Np i€Np i€EN 1€Np
Skupovi K i M su disjunktni. Naime, kada bi postojao x € K N M, onda
bi postojali 7,5 € Ny takvi da je x € K; N M;. Kako je M; C My i
Ki g Kmax{i,j}7 to bi Vrijedilo T e Kl N M] g Kmax{i,j} N Mmax{i,j} = @
Neka je L; := X\ (K;UM,;) =G;,NH;,zasvakit e Ni L:= X\ (KUM) =
X\(U K)u(U M) = X\(U (K;UM;) = () (X\(KUM;)) = ) Li.

1€Np 1€Np ) 1€Np ) 1€Np 1€Np

Familija W, := (Ui N L : X € A;,ClU; N M;_;1 # () je otvoreni pokrivac
prostora L, za svaki ¢ € N. Nadalje, vrijedi ordW; < n — 1. Naime, neka su
U,NL,..., U}\Hl ML, medusobno razliciti, takvi da vrijedi ClUij NM;_1 # 0.

Pretpostavimo da postoji x € Uy NLN---NU; . NL Tadajex € L C
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L; C G, pa postoji A € A; takav da je z € U} i ClUi N M;_; = (). Kako
je ordU; < m, to postoji j € {1,...,n + 1}, takav da je Ui = Uf\j. Dakle,
ClUiNM;_, = CZU/{], N M,;_1 # 0, $to je u kontradikeiji s ClU; N M;_y = 0.
Zakljucujemo da je ordW; < n — 1.

Dokazimo da W, profinjuje W;, za svaki i € Ny. Neka je ¢ € Ny proizvoljan.
Neka je U§+1 N L proizvoljan ¢lan pokrivaca W,;.,. Tada postoji ¢lan Uli
pokrivaca U;, takav da je CIU{™ C Ul. Kako je CIU{™ N M; # 0, to
vrijedi Ul N M; # (. Odavde slijedi U, € Gy, pa je U, € H;. Odavde
slijedi C1U* N M;_, # (), odnosno Uft N L je ¢lan pokrivaca W;. Ocito vrijedi
Ui” NnL C Uﬁ N L. Dakle, W,y je profinjenje od W;, za svaki i € N.
Iz Propozicije 4.26| slijedi dimL < n — 1. Po pretpostavci indukcije, vrijedi
IndL < dimL <n — 1. Iz Teorema [2.6 slijedi IndX < n = dimX. Time je
dokazano da vrijedi IndX = dimX. m
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Poglavlje 5

Osnovni teorem teorije

dimenzije

U ovom poglavlju ¢emo dokazati da je dimenzija euklidskog prostora R"
jednaka n, bilo da se radi o velikoj ili maloj induktivnoj dimenziji, ili dimenziji

pokrivanja.

Teorem 5.1 Neka je X separabilan metrizabilan prostor i n € Ny.

Vrigedi indX < n ako i samo ako, za svaki konacan niz ((As, B;))icf1,..n41}»

n + 1 parova disjunktnih zatvorenih podskupova od X , postoje zatvoreni

skupovi Ly,..., L1 C X, tako da L; separira skupove A; i B;, za svaki
n+l

i€{l,...,n+ 1}, te vrijedi () L; = 0.
=1

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi indX < n i neka je ((As, B;))ic(1,...nt1}
konacan niz n + 1 parova disjunktnih zatvorenih podskupova od X. Za svaki
i € {1,...,n+ 1}, definirat ¢emo separator L; skupova A; i B;, tako da
vrijedi ind(Ly N --- N L;) < n —i. Neka je i = 1. Po Prvom Teoremu
separacije, postoji separator L; izmedu A; i B; takav da je indL; < n — 1.

Pretpostavimo da smo definirali separator L, izmedu Ay i By, takav da vrijedi
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ind(LyN---NLg) <n—k, zasvaki k € N,k < i > 1. Kako za separabilan
potprostor L;N---NL;_q prostora X vrijedi ind(L;N---NL;—1) <n—(i—1),
to, po Drugom teoremu separacije, postoji separator L; izmedu A; i B;, takav
da vrijedi ind((L1N---NLi)NL)<n—(i—1)—1=n—i Zai=n+1,
vrijedi md(éﬁi L;j) <n—(n+1)=—1. Odavde slijedi da je ”ﬁl L;=0.

]:
Obratno, pretpostavimo da za svaki konacan niz ((A;, B;))icq1,...n413, N1

i=1

parova disjunktnih zatvorenih podskupova od X , postoje zatvoreni sku-
povi Li,...,L,.1 € X, tako da L; separira skupove A; i B;, za svaki
i€ {l,...,n+ 1}, te vrijedi nﬁl L; = (. Tvrdimo da je indX < n. Do-
kazat ¢emo da je dimX < n,Z:;a ¢e , iz Teorema o jednakosti dimenzija,
slijediti indX < n.

Neka je (U;,i € {1,...,n+2} otvoren pokriva¢ prostora X s n+2 medusobno
razlicitih ¢lanova. Po Teoremu [3.10] (U;,i € {1,...,n + 2} ima zatvoreno
umanjenje (B;,i € {1,...,n + 2}. Za svaki i € {1,...,n + 1}, neka je
A; == X\ U;. Konacan niz ((A;, B;))ie1,....n+1}, se sastoji od n + 1 parova
disjunktnih zatvorenih podskupova od X. Po pretpostavci teorema postoje
zatvoreni skupovi Ly, ..., L,.1 C X, tako da L; separira skupove A; i B;, za
svaki i € {1,...,n+ 1}, te vrijedi nﬁlLi = (. Zasvakii € {1,...,n+ 1},

i=1
neka su V;, W; C X otvoreni podskupovi od X, takvi da vrijedi

ACV, BCW, VinW;=0i X\ L, =V;UW,.

Primjetimo da vrijedi

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

UwyudJw)=Jwiuw) =X\ Li=X\ ()L =X.

=1 =1 =1 i=1 i=1
Definirajmo

n+1
Wiyo :=Upa N (U Vi) .

i=1
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Tvrdimo da je (W;,i € {1,...,n+ 2} otvoreno umanjenje pokrivaca (U;,i €
{1,...,n+2}). Kako je By1o CU,i21 B; CW;, zasvakii e {1,...,n+ 1},
to vrijedi
n+2 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
(o ()] - () e ) (59
2:i+2 =1 =1 =1 =1
< U Bi) nX=X.

i=1
Dakle, (W;,i € {1,...,n+2}) je pokrivac prostora X. Nadalje, W; je otvoren
skup u X, za svaki i € {1,...,n+2}. Zasvakii € {1,...,n+ 1}, vrijedi
Dakle, (W;,i € {1,...,n + 2} je otvoreno umanjenje pokrivaca (U;,i €

{1,...,n+2}). Nadalje, vrijedi

n+2 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
A= (A )n|vean (Uv )< (Aw)n(Uv ) =T |(Aw) o] -
i=1 i=1 i=1 j=1 j=1 [ \i=1

n+1l /n+1 n+1
U (ﬂ VVZHVJ) C U (W;NV;) = 0. Dakle, ord(W;,i € {1,...,n+2}) <
j=1 \i=1 =1

‘7_
n. Iz Teorema slijedi dimX < n. Iz Teorema o jednakosti dimenzija
slijedi indX = dimX <n. m

Da bismo dokazali Osnovni teorem teorije dimenzije, koristit ¢emo Bro-

uwerov teorem o fiksnoj tocki. Prisjetimo se:

Teorem 5.2 (Brouwerov teorem o fiksnoj tocki) Svaka neprekidna funk-
ciga f: I™ — I™, gdje je n—kocka I™ potprostor euklidksog prostora R™, ima
fiksnu tocku.

Teorem 5.3 Za svaki i € {1,...,n}, neka je L; separator podskupova A; i
B; n—kocke I" definiranih s

A ={(z1,...;zn) €I" 2, =0} t By ={(x1,...,2,) € [" 1 x; = 1}.

Tada je (| L; # 0.
i=1

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je ﬂ L; = (. Po Lemi [3.11

postoji otvoreno uveéanje (H;,i € {1,...,n}) famlllje (Liyi € {1,...,n}).
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Kako je (V1 L; =0, to je (| H; = 0. Zasvakii € {1,...,n}, neka je G; :=

i=1 i=1

H;\ (A;UB;). Vrijedi  G; C (| H; = 0. Za svaki i € {1,...,n}, neka su
i=1 i=1
U;,V; C I™ otvoreni podskupovi od I, takvi da vrijedi

ACU, BCV,, UnV,=0iI"\L,=U; UV,
Za svaki i € {1,...,n}, definirajmo

Kako je L; C H; i LN (A; U B;) =0, to je L; C Gy, zasvakii € {1,...,n}.
Odavde slijedi da je E; = (U;UL) \ G; i BE; = (V;UL;) \ G;. Kako je
I"\U; = L;UV;iI"\'V; = L;UUj;, to su E; i F; zatvoreni podskupovi od ™.
Nadalje, E; N F; = (U; \ G;) N (Vi \ Gi) = (U; N'V;) \ G; = (). Takoder vrijedi
E;, F; # (0. Naime, u protivhom bi vrijedilo U; = G; ili V; = G}, a odatle bi
slijedilo da je skup U; ili skup V; otvoreno-zatvoren. Kako je U;, V; # 0, 1",
to bi bilo u kontradikciji s ¢injenicom da je I"™ povezan prostor. Dakle, F; i
F; su disjunktni zatvoreni neprazni podskupovi od ", pa, po Urysohnovom
teoremu, za svaki ¢ € {1,...,n} postoji neprekidna funkcija f; : I" — I,
takva da vrijedi
filEy) € {131 fi(F) < {0}

Nadalje, vrijedi I" \ G; = E; U F;, za svaki i € {1,...,n}. Neka je i €
{1,...,n} proizvoljan. Kako je E; U F, = (U; UV;) \ Gy, to je dovoljno
dokazati da ,za svaki x € [I" takav da je x ¢ (U; UV;), vrijedi x € G;.
Pa, neka je z € I"\ (U;UV;). Tada je x € I"\ (U;UV;) = L; C H; i
x ¢ U; UV; O A; U B;. Po definiciji od Gy, slijedi = € G;.

Definirajmo funkciju f : I — I" s f(z) = (fi(x),..., fu(x)). Funkcije
f je neprekidna. Neka je x € I™ proizvoljna tocka. Vrijedi I" = 1"\

n

<ﬂ Gi) = U I"\ G, = U (E;UF,). Dakle, postoji i € {1,...,n}, takav
i=1 i=1 i

=1
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dajex € E;UF,. Iz fi(E;) C {1} i fi(F;) C {0}, slijedi: ako je z € E;,
onda je fi(z) =1, a ako je © € F}, onda je f;(z) = 0. Dakle, ako je x € E;,
onda je f(x) € B; C F;, a ako je z € F;, onda je f(x) € A; C E;. Kako
je BE;NF;, =0, to je x # f(x), za svaki x € I", $to je u kontradikciji s

Brouwerovim teoremom o fiksnoj tocki. Dakle, (| L; # (. m
i=1

Teorem 5.4 Za svakin € N, vrijedi
ndl™ = Indl"™ = dimI"™ =n,
gdge je I n—kocka.

Dokaz. U Primjeru [1.7] smo dokazali da je indR™ < n, za svaki n € N.
Po Teoremu o potprostoru za malu induktivnu dimenziju, vrijedi indI™ <
ndR"™ < n. Po Teoremu o jednakosti dimenzija, dovoljno je dokazati da je
dlI™ > n, za svakin € N. Pretpostavimo suprotno, tj neka je indl™ < n—1.

Za svakii € {1,...,n}, definirajmo
A ={(z1,...;zp) €I" 2, =0} 1 By = {(xy,...,x,) € [": x; = 1}.

Po Teoremu za konacan niz ((A;, B;))ieq1,...n}, 0 parova disjunktnih za-
tvorenih podskupova od I" , postoje zatvoreni skupovi L1, ..., L, C I", tako

n+1
da L; separira skupove A; i By, za svaki i € {1,...,n}, te vrijedi (| L; = 0.
i=1

No, po prethodnom teoremu, je () L; # 0. Dakle, indI™ £ n — 1, pa je
i=1
mdl" =n. n

Teorem 5.5 (Osnovni teorem teorije dimenzije) Za svaki n € N, vri-
jedi
mndR" = IndR" = dimR" = n,

gdje je R™ euklidski prostor.
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Dokaz. U Primjeru[l.7]dokazali smo da je indR™ < n, za svaki n € N. Kako
je indI™ = n, za svaki n € N, to je , po Teoremu o potprostoru za malu
induktivnu dimenziju, indR > indI™ = n. Dakle, indR = n, za svaki n € N.

Po Teoremu o jednakosti dimenzija slijedi,

indR"™ = IndR" = dimR" = n,
zasvakin e N. m
Korolar 5.6 Za svaki n € N, vrijedi

ndS™ = IndS"™ = dimS"™ = n,
gdje je S™ jedinicna sfera u euklidskom prostoru R™1.

Dokaz. Za proizvoljnu tocku x € S™, potprostor S™ \ {z} od S™ je home-
omorfan euklidskom prostoru R™. Po Teoremu [1.4] je ind(S™ \ {z}) = n, pa
je, po Teoremu o potprostoru za malu induktivnu dimenziju, indS™ > n. U
Primjeru(l.7]smo dokazali da je indS™ < n, pa zaklju¢ujemo da je indS™ = n.
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