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Sazetak

Ovaj rad obuhvaca rjeSavanje i razumijevanje ravninskog problema popre¢no optereéene grede
»Metodom konac¢nih elemenata“. Srz rada je izrada programskog koda u programskom jeziku
,»Python“ koji omogucava odredivanje pomaka ¢vorova i reakcija u osloncima popre¢no
opterecene grede. Prije izrade programa izradeni su dijagrami toka koji su omogucili lakse i
jednostavnije snalaZenje pri izradi programa. U svrhu testiranja programskog koda rijeSena su
dva primjera problema grede na analiticki nacin, te primjenom programskog koda. Konacno je

izvrSena usporedba rezultata dobivenih analiticki i primjenom racunala.

Klju¢ne rijeci: Metoda konac¢nih elemenata, Python, dijagrami toka

Summary (Solving the problem of transversely loaded beams using
finite element method)

This paper includes solving and understanding the plane problem of transversely loaded beams
"Finite element method”. The core of the work is the program code in the programming
language "Python" which will enable the determination of node displacements and reactions in
the supports of the transversely loaded beam. Before creating the program, diagrams were made
that make it easier and simpler to navigate when running the program. To test the program code
and compare the results, two examples of beam problems were solved in an analytical way, and

by applying the program code.

Key words: Finite element method, Python, flow chart
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1. Uvod

1.1. Metoda konacnih elementa

Metoda konaénih elemenata je jedna od najrasprostranjeniji metoda koja se primjenjuje u
strojarskoj praksi. Postupak metode je zamisljen tako da jednu cjelinu dijeli na manji broj
dijelova. Ti dijelovi se zovu elementi. Elementi su medusobno povezani u to¢kama na pocetku
1 kraju elementa koje se nazivaju ¢vorovi. PronalaZenje rjeSenja se svodi na odredivanje
integracijskih konstanti s obzirom na osnovne relacije opisane rubnim uvjetima (pomacima u
¢vorovima). Metodom kona¢nih elemenata radi se prijelaz iz parcijalne diferencijalne
jednadzbe u sustav linearnih obi¢nih jednadzbi, koji se moze zapisati u matri¢noj formulaciji.
Nepoznanice problema su pomaci ¢vorova, a pomake unutar elementa se odreduje
interpolacijom. Iz odredenih pomaka odreduju se ostale veli¢ine (reakcije u osloncima,
deformacije, naprezanja..). Kako bi se proracun omogucio, predmet ra¢unanja (elementi) se
stavljaju u koordinatni sustav. Ovisno o nacinu gledanja problema elementi mogu biti
jednodimenzionalni (1D), dvodimenzionalni (2D) i trodimenzionalni (3D). Za razliku od prve
dvije dimenzije 3D koristi posebni oblik takozvanu mrezu za elemente. Mreza predstavlja 3 ili

viSe rubnih to¢ka medusobno povezane kako bi se opisao konacni element.

U ovom radu Koristi se jednodimenzionalni gredni konacni element za rjeSavanje ravninskih

problema poprecno opterecene grede.

1.2. Metoda konacnih elementa s primjenom u nauci o ¢vrstoéi

MKE ima jaku vezu s naukom o ¢vrstoci. Posto se nauka o ¢vrsto¢i bavi ¢vrsto¢om, krutosti 1
stabilnosti materijala (strojeva, konstrukcija) primjenom MKE omogucuje se rjeSavanje
kompleksnih problema koje nije moguce rijesiti bez primjene racunala. Ovisno o gledanom
predmetu MKE ¢e omoguciti rastavljanje nekog predmeta na manje dijelove (elemente), te
prikazati kakav utjecaj imaju aktivne sile na gledani objekt. Primjenom metode u praksi
omogucuje se rjesavanje i problema koji ukljucuju plasticne deformacije, vibracije, stabilnost,
toplinska naprezanja, te kombinaciju navedenih problema. Na taj nacin je moguce predvidjeti
problem u budu¢im konstrukcijama prije same izrade i poduzeti mjere da se ti problemi rijese.
Danas je metoda toliko rasprostranjena da se koristi u izradi konstrukcija, zrakoplovstvu,

testiranju vozila na sudar...

Rjesavanje problema poprecno opterecene grede primjenom metode kona¢nih elemenata 1
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Slika 1.1 — Primjer MKE u analizi mehanickog naprezanja programom

,,AutoDesk inventor* [1]

Na slici 1.1 se vidi nacrtani propeler u AutoDesk Inventor-u s prikazanim mjestima visokog
naprezanja. Za izradu analize mehanickog naprezanja koriStena je MKE te se jasno vidi mreza
konacnih elemenata. Elementi koji su crveni prikazuju kriticna podruc¢ja pod opterecenjem.
Ovakav proracun osjetno olakSava posao u sprjeCavanju nastajanja mjesta koncentracija

naprezanja, te upucuje na lokacije koje je potrebno ojacati.

Rjesavanje problema poprecno optereéene grede primjenom metode konacnih elemenata 2
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2. Teorijski opis rjesavanja problema grede primjenom MKE

U ovom poglavlju je prikazan opéi postupak rjeSavanja ravninskog problema poprecno
opterecene grede metodom kona¢nih elemenata. U konkretnom slu€aju rijeSen je problem
jednodimenzionalne grede s neograni¢enim brojem elemenata. Gledajuci globalni koordinatni
sustav greda se proteze duz x-0si bez dodatnih elemenata u smjeru y-osi. Krajnji cilj cijelog

proracuna je odredivanje ukupnih pomaka u ¢vorovima grede, te reakcije u osloncima.
Bitne pretpostavke:

e Greda je opterecena samo po Y-osi ( aksijalna sila isklju¢ena )

e Materijal grede se promatra kao linearno elasti¢an, homogen i izotropan (slika 2.1)

Matrica krutosti je preuzeta iz literature [2] vec¢ rijeSena te je uzeta gotova u proracun

() <

Slika 2.1 - Element grede opterecen na savijanje [2]

Svaki konac¢ni element ima dvije rubne toCke gdje u svakoj rubnoj tocki imaju dva stupnja

slobode gibanja tj. dva rubna uvjeta. U slu¢aju grede to su progib (v ) i zakret ( 8 ).

Rjesavanje problema poprecno opterecene grede primjenom metode kona¢nih elemenata 3
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Proracun se izvodi prema slijede¢em redoslijedu:

e Definiranje broja elementa i rubnih tocki (ulazni podatci)

e Definiranje duzina elemenata Young-ovog modula elasti¢nosti i momenta inercije
(ulazni podatci)

e Definiranje sila i momenata u rubnim to¢kama (ulazni podatci)

e Definiranje kontinuiranog optere¢enja na elementu (ulazni podatci)

e Definiranja rubnih uvjeta u ¢vorovima (oslonci, ukljestenja, zglobovi)

e Odredivanje lokalnih i globalne matrice krutosti

e (QOdredivanje matrice pomaka i matrice sila

e Odredivanje trazenih progiba i reakcija u osloncima

Rad obuhvaca rjesavanje problema grede na tri na¢ina. Prvi je problem grede s koncentriranim
optere¢enjem i momentom, drugi je problem grede s kontinuiranim optere¢enjem, te na koncu
problem s kombiniranim optereéenjem. Postupak se razlikuje prilikom kreiranja matrice sila
gdje se, u problemu s kontinuiranim optere¢enjem, pojavljuju dodatni ¢lanovi potrebni za

rjeSavanje problema.

Problem grede opterecene i aksijalnom silom nije predmet ovog zavr$nog rada!

2.1. Prostagreda

Slika 2.2 — Primjer jednostavno opterecene grede [3]

Unosom ulaznih vrijednosti za svaki element (duljina elementa, Young-ov modul elasti¢nosti,
o TN . . L El . . o
aksijalni moment inercije) i raunanjem vrijednosti 3 za svaki element dolazi se do odredivanja

lokalnih matrica krutosti. Lokalna matrica krutosti za element je preuzeta iz literature te se
odreduje za svaki element zasebno. Globalna matrica krutosti predstavlja kombinaciju rijeSenith

parcijalnih jednadzbi za svaki element zasebno.

Rjesavanje problema poprecno opterecene grede primjenom metode kona¢nih elemenata 4
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Postupak formiranje lokalnih matrica krutosti elemenata je uvijek isti. Razlika jedino moze biti

u duzini elementa, aksijalnom momentu inercije i Young - ovom modulu elasti¢nosti elementa.
Izgled lokalne matrice krutosti za element [2] je
kll k12 k13 k14-

[k]zE.I ka1 kop ks ko
¢ L3 |ks1 ksz ki3 ks

ka1 kaz kas kas (2.1)
ki1 kiz kiz ki 12 6L —-12 6L
ka1 kop kas o ko _ 6L 412 —6L 2172 2.2)
k31 ksz ks ks -12 —-6L 12 —6L '
ko1 kay kuz kyy 6L 21> —6L 417

Prikaz aktivnih sila koje djeluje na gredu su zapisane u obliku matrice sile. Bitno kod kreiranja
matrice sila je da se na mjestu djelovanja sile postavlja ¢vor. Sile djeluje samo u krajnjim
tockama elementa! O broju ¢vorova ovisi 1 kona¢ni oblik matrice sila. Svaki ¢vor moZze imati

jednu vertikalno orijentiranu silu i jedan zakretni moment.

Izgled matrice (4x1) sila za svaki konac¢ni element

Fy=1F, (2:3)

Kako bi se dobili traZzeni rezultati treba definirati matricu pomaka elemenata. Pomaci u
problemu grede predstavljaju progib (v) i rotaciju (€) u rubnim to¢kama elemenata. . Ako u
¢voru nama pomaka, pomaku se dodjeljuje vrijednost ,,0°, a taj redak matrice Se zanemaruje
kod odredivanja reduciranih matrica s ciljem odredivanja pomaka (progiba). Pomak ¢e biti ,,0%

ukoliko se u konkretnom ¢voru nalazi ukljesStenje ili oslonac.

e Konzolno ukljeStenje — onemoguceni progib i zakretanje
e Oslonac na rubnoj tocki — ne postoji progib, a zakretanje je slobodno

e Slobodna rubna tocka — slobodni i progib i zakretanje
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Izgled matrice pomaka za jedan element gdje ,,u predstavlja progib u rubnoj tocki elementa,
a,,8" kut zakreta u rubnoj tocki. Obzirom da element ima dvije krajnje (rubne) tocke matrica

pomaka elementa je:

Uq
&4
W=y, (2.4)
&,
Osnovna matri¢na jednadzba sustava je:
{F} = [K]-{u} (2.5)

Na formuli 2.5 se zasniva rjeSavanje problema grede primjenom MKE gdje se odredivanjem

inverzne matrice krutosti matri¢cnom algebrom dobiva

[K]- {u}= {F}/-[K]! (2.6)
(2.7)
K17 [K]- {u} = [K]™'- {F}
[1]- {u} = [K]*- {F} (2.8)
— -1,
{u} = [K]™" - {F} 2.9)
o 12 6L -12 6L (kA Up
Il 6L 412 —6L 2L2|)M( _ )&
13 |-12 —-6L 12 —6L|)F( )4 (2.10)
6L 21> —6L 417]1\M, 9,

U izrazu 2.6 prikazane su matrice krutosti, sila i pomaka za jedan element. U prakti¢noj ili
znanstvenoj primjeni uvijek je zastupljen veci broj elemenata. U slucajnu veceg broja elemenata
lokalna matrica krutosti nece biti dovoljna vec¢ se kreira globalna matrica krutosti. Ona opisuje

medusobnu vezu izmedu svih elemenata grede.
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K® 0

fdl\ (Fl\

0 K@

Slika 2.3 — Nacin slaganja globalnih matrica [4]

Naslici 2.3 crvenom elipsom je istaknuto mjesto medusobne povezanosti dva elementa. Na tom
mjestu dolazi do zbrajanja vrijednosti dvije lokalne matrice krutosti. Neovisno o broju
elemenata u problemu grede uvijek ¢e postojati zajednicki ¢vorovi susjednih elemenata. Dakle,
pomaci susjednih elemenata u zajednickom ¢voru su jednaki. Treba istaknuti da zglobne veze

(Gerberovi nosaci) nisu predmet ovog zavrsnog rada.

Rjesavanjem jednadzbe 2.10 prelazi se u linearni sustav jednadzbe s vise nepoznanica iz kojih

se ratunaju pomaci i nagibi u ¢vorovima.

ki1 Fy+kip My + kiz Fo + kg My =uy
k21'F1+k22'M1+ k23'Fz+k24'Mz=G1

2.11)
ksi - Fy+ksp My + kgz ' Fy + K3y My = u,

k41'F1+k42'M1+ k43'F2+k44'M2=92

Koriste¢i Gauss-ovu metodu eliminacije ili sli¢an nacin rjeSavanja problema dobivaju se

zavr$ni rezultati pomaka ¢vorova.
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Zadnji korak je odredivanje reakcija u osloncima. Formula na temelju koje se dobivaju reakcije

u osloncima je:

R} = [K]x{u} - {F} (2.12)

Dobivena matrica reakcija {R} prikazuje reakcije momenata i sila za sve ¢vorove. Ukoliko je
u nekom ¢voru omoguéen pomak ili zakret, onda odgovarajuca vrijednost reakcije sile ili

momenta u matrici {R} iznosi ,,0.

2.2. Kontinuirano optereéena greda

AL,
A [

Slika 2.4 — Kontinuirano opterecena greda [3]

Metodologija rjeSavanja kontinuirano opterecene grede se bitno ne razlikuje od problema grede
S jednostavnim optereCenjem. Razlika je jer kontinuirano optere¢enje ne djeluje u ¢vorovima
nego duz cijelog elementa. U tom slucaju dolazi se na drugaciji nac¢in odreduju matrice sila.
Princip se svodi na postupak zamjene kontinuiranog optere¢enja, duz elementa, odgovaraju¢im

ekvivalentnim silama i momentima u rubnim tockama istog elementa.

Za svaku rubnu tocku racuna se ekvivalentna sila smicanja, te ekvivalentni moment savijanja.

L

F=1- (2.13)
.I12

M= quL (2.14)
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Matrica sila elementa uslijed kontinuiranog opterecenja je:

(4L
(f10) q-ZL2
Mol )7z 1 (2.15)
Fy aL '
2
Dok je ukupna matrica sila elementa:
F Fiq
M, Miq
V=5 (*\F (2.16)
MZ MZQ

Konac¢na matrica sila se dobije zbrajanjem ekvivalentnih sila i momenata uslijed kontinuiranih

opterecenja s aktivnim silama i momentima.

Slika 2.5 — Primjeri smicnih sila i momenata savijanja za odredeni tip grede

[]

Ovisno o nac¢inu kontinuiranog opterec¢enja na gredi ekvivalentna sila smicanja, te ekvivalentni

moment savijanja ¢e biti razli€iti.
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3. Dijagrami toka

Dijagrami toka daju pojednostavljeni prikaz rjeSavanja problema koji olakSava izradu
programa. Prije pisanja programskog koda izraduju se dijagrami toka u obliku skupine blokova
medusobno povezanih strelicama radi lakseg pracenja toka od pocetka problema prema kraju.
Dijagrami toka moraju pokazivati jasan prikaz stvaranja programskoga koda od pocetka do

kraja kako bi se analiti¢ki postupak implementirao u programski kod.

Radi lakSeg snalaZzenja za ovaj zadatak dijagrami toka su rastavljeni na logi¢ne cjeline jer bi

sveukupan dijagram bio nepregledan za pracenje.

Generalni dijagram toka na kojem se zasnivaju dijagrami u nastavku prikazan je na slici 3.1

1. Pocetak

2. Ulazni podaci

l

3. Obrada podataka

4, Izlazni podaci

Slika 3.1 — Primarni blokovi dijagrama toka

U bloku 2 (Ulazni podaci) biti ¢e opisani svi podatci koji su potrebni za rjeSavanje konkretnog

problema grede.

U bloku 3 biti ¢e opisan proces rjeSavanja problema primjenom MKE, dok ¢e u bloku 4 biti

pokazani podaci za ispis na zaslonu racunala.
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3.1. Dijagrami ulaznih podataka

2.1
Potetak unosa
ulaznih podataka

Ulazni podatc
[0} ili Default
podatci (1)

2.4
Koristenje predefiniranih
podataka zapisanih u kodu

2.2
Unos podataka o évorovima

23

Unos podataka o elementima

2.4
Kraj unosa

Slika 3.2 — Primarni dijagram unosa podataka

Slika 3.2 prikazuje primarni dijagram unosa podataka. Od njega krece grananje na manje
logicke cjeline. Slika 3.2 zapocinje odlukom dali se zeli koristiti unos podataka ili ,, default*
podatci. Unosom broja ,,0 otvorit ¢e se moguénost unosa podataka od strane korisnika, a
unosom broja ,,1 program koristi podatke definirane u kodu i vrsi proracun do kraja 1 ispis
rezultata na zaslon. Nadalje ako se odluci na unos novih podataka unose se podaci o ¢vorovima

1 elementima ,,Unos podataka o elementima* 1 ,,Unos podataka o ¢vorovima®.
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2.2 Unos podataka o
Dwvorova

ULAZ -
2.2.1 Unos ukupnog
broja Svorova

222
Unos koordinata cvora
Unos sile u tvoru
Unos momenta u tvoru
Unos stanja u Evorovima
(oslonac, ukljeitenje, slobodna
tocka)

2.2.3 Kraj unosa podataka
za Cvorove

Slika 3.3 — Dijagram toka unosa podataka

0 ¢vorovima

2.3 Unos podataka o
elementima

ULAZ -
2.3.1 Unos ukupnog
broja elemenata

| = broj elemenata

252
Unos duljine elementa
Unos polarmog momenta inerdje
Unos Young-ovog modula
elastitnosti
Unos kontinuiranog opteredenja

2.3.3 Kraj unosa
podataka za elemente

Slika 3.4 — Dijagram toka unosa

o elementu

Na slikama 3.3 1 3.4 su prikazani dijagrami za unos podataka o ¢vorovima i elementima. Svaki

element 1 ¢vor imaju svoju odredenu funkciju u MKE te su ukratko opisane u nastavku. Na

osnovu dijagrama sa slike 3.2, te blokova 2.2 i 2.3 izraditi ¢e se dio programa za unos ulaznih

podataka. Ovisno o broju ¢vorova i elementa proces ¢e se ponavljati dok se ne izvrSe svi

potrebni unosi.

U okviru unosa podataka ¢vorovima (dijagram toka na slici 3.3) , ovisno o broju ¢vorova, kreira

se petlja za unos slijede¢ih podataka:
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e Unos koordinate ¢vora
e Unos sila i momenta koja djeluje u ¢voru

e Definiranje mogucnosti pomaka za svaki ¢vor (moguénost pomak u smjeru y osi i

zakreta u ¢voru)

Broj elemenata kod rjeSavanje problema grede je uvijek za jedan manji od broja ¢vorova (4

elementa — 5 &vorova.

Na slici 3.4 je prikazan dijagram toka za unos podataka o elementima. Za svaki element unose

se slijedeci podaci:

e Unos duljine elementa
e Unos aksijalnog momenta inercije
e Unos Youngovog modula elasti¢nosti

¢ Unos kontinuiranih optereéenja za svaki element

Izradom dijagrama toka za ulazne podatke zavrSen je dio unosa informacija o ¢vorovima i

elementima, te se prelazi na srZ rjeSavanja problema - ,,obradu podataka®.
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3.2. Dijagrami obrade podataka

3.1 Obrada podataka

3.2

Generiranje matrice elementa

3.43
Generiranje matrice veza

3.4
Stvaranje nul matrica

3.5
Generiran)e lokalnih matrica krutost

3.6
Generiranje globalne matrice
Krutosti

3.7 Generiranje reducirane
globalne matrice krutosti

3.8 Generiranje reduciranes
matrice sila

38
lzraCunavanje pomaka | zakreta u
Evorovima

3.10
lzraCunavanje reakcija u
oslancima

3.11 Kraj obrade podataka

Slika 3.5 — Dijagram obrade podataka

Dijagram toka obrade podataka prikazan na slici 3.5 prikazuje sistematski postupak rjesavanje
op¢eg problema savijanja grede kojeg ¢e programski kod koristiti. Kako bi se prikazani
postupak mogao prenijeti u program potrebno je definirati odredene naredbe za implementaciju

metode u racunalni jezik.
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32
GeEneriranje matrice &lemenata

321
Lilaz-
ukupan broj elemenata,

122
Unos podetne rubne todke elementa
Unos mavrine rubne bocke slements

Generiranje matrice  rubnim
tackama alEmanata

3.2.3 Kraj generiranja
miatrice el meanats

33
GeneEriran® matrice vers

331
Ulaz: ukupan broj elemenata,
matrice alemenata, matrica
rubnih uvjeta

| = braj elemenata

332
Were ipmedu alEmanata

Generiranje matrice vers izmedu
ElEmenta

3.3.3 Kraj generiranja
ratrics ez

Slika 3.6 — Dijagram toka ,, Matrice elementa* Slika 3.7 — Dijagram toka ,, Matrica

veza “

Naslikama 3.6 i 3.7 prikazani su dijagrami toka za generiranje matrice elementa i matrice veza.

Tokom analitickog rjeSavanja problema matrica elemenata i matrica veza su prakticki

nepotrebne, dok za programski nacin rjeSavanja neophodne. KoriStenjem ranije definirane

podatke (pocetne i zavr$ne ¢vorove elementa i broj elemenata) generira se matrica elementa to

jest matri¢ni prikaz broja ¢vorova izmedu kojih se nalazi konac¢ni element. Na temelju podataka

iz matrice elemenata generira se matrica veza. Za svaki element se upisuju redni brojevi veze

(svaki ¢vor ima dvije veze — vertikalni pomak i zakret), tako da svaki element ima u biti dva

¢vora i Cetiri veze €iji su pomaci/zakreti omoguceni ili onemoguceni.
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3.4 Definiranje nul matrica

341
Definiranje nul matrica
odgovarajuce dimenzije za:
- lokalne matrice krutosti,

- globalnu matricu krutosti,
- reduciranu matrica krutosti
- reduciranu matricu sila

3.4.2 Kraj definiranja nul
matrica

Slika 3.8 — Definiranje nul matrica

Definiranje nul matrica je neophodan dio tokom obrade podataka. Tokom rjeSavanja zadataka
postupak ¢e koristiti veci broj matrica, te je iste potrebno inicijalizirati. Nul matrice su zapravo
matrice odgovarajuée dimenzije ispunjene nulama, a koje ¢e se postupno zamijeniti

odgovarajuc¢im podatcima. Nul matrice koje se inicijaliziraju su:

e lokalne matrice krutosti (4 x4)

e globalna matrica krutosti i lokalna matrice krutosti formata globalne matrice krutosti
za svaki element zasebno (n x n)

e reducirana matrica krutosti (m x m)

e reducirana matricu sila (n x 1)
gdje ,,n* predstavlja ukupan dvostruku vrijednost ukupnog broja ¢vorova

Velicina reduciranih matrica ovisi ¢e o rubnim uvjetima . Dimenzija matrice je jednaka razlici

ukupnog broja moguéih pomaka/zakreta i broja onemogucenih pomaka/zakreta.
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3.5 Generiranje lokalnih
matrica krutosti

351
Ulaz: ukupan broj
elemenata, lokalne nul
matrica krutosti elementa

| = broj elemenata

3.5.2 Izrafunavanje Elanova
lokalne matrica krutosti
elementa

353
kraj generiranja lokalnih
matrica krutosti

Slika 3.9 — Stvaranje lokalnih matrica krutosti

Znajuci oblik lokalne matrice krutosti elementa za gredu, te znajuci da je odredena matrica 4x4
u prije nastaloj nul matrici popunjava se podatcima primjenom formule 1.1. Ovisno o broju

elemenata primjenom petlje se generira jednaki broj lokalnih matrica krutosti.
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3.6 Generiranje globalne
matrice krutosti

361
Ulaz: nul globlana matrica
krutosti, lokalne matrice
krutosti, broj elemenata

i=1, redak

1=1, stupac

3.6.2 Generiranje lokalnih
matrica krutosti u formatu
globalne matrice krutosti

Generiranje globalne matrice
krutosti zbrajanjem lokalnih matrica
krutosti elementau formatu
globalne matrice

3.6.3 Kraj generiranja
globalne matrice krutosti

Slika 3.10 — Stvaranje globalnih matrica krutosti

Rjesavanjem lokalnih matrica elementa za svaki element posebno dolazi se do dijela gdje sve

lokalne matrice treba spojiti u jednu globalnu matricu krutosti §to je prikazano na slici 2.3.

Matrica krutosti cijelog sustav sastavlja se od lokalnih matrica krutosti svih elementa. Na mjestu

povezivanja dva elementa, to jest u ¢vorovima, pomaci i zakreti su jednaki za oba elementa.

Slika 3.11 — Prikaz pomaka na elementu
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Na spoju dva elementa, u slucaju na slici 3.11 u ¢voru 2, pomaci i zakreti ¢vora 2 su zajednicki
za oba elementa. U matrici krutosti to znaci da treba zbrojiti elemente lokalne matrice krutosti

koji se odnose isti ¢vor.

3.7 Generiranje redudrane

. : 3.8 Generiranje
matrice krutosti

reducirana matrica sila

3.7.1 Ulaz: Nul reducirana
matrica krutosti, matrica 3.8.1 Ulaz: Globalna
rubnih uvjeta, globalna matrica matrica sila, nul

krutosti reducirana matrica sila

i=1, stupac

1=1, redak I=1, redak

3.7.2 Generiranje
reducirane matrice
krutosti (ovisno o rubnim ) .
wvjetima britu se pojedini reducirane matrice sila
reddi i stupdi iz globalne (ovismo o rubnom uvjetu

matrice krutosti) brizu se pojedini redci iz
globalne matrice sila)

3.B.2 Generiranje

3.7.3 Kraj generiranja
reducirane matrice
krutosti

3.8.3 Kraj generiranja
redudrane matrice sila

Slika 3.12 — Dijagram generiranje Slika 3.13 — Dijagram generiranja
reducirane matrice krutosti reducirane matrice sila

Generiranje navedena dva dijagrama na Slici 3.12 i Slici 3.13 prikazuju zavr$ni korak prije
racunanja rubnih pomaka u rubnim tockama. Kako bi se mogla izvrsiti jednadzba 2.9 potrebno
je formirati reducirane matrice. Reducirane matrice se stvaranju ovisno o pomaku u rubnoj
tocki. U slucaju da nema pomaka u rubnoj tocki na mjestu u matrici gdje je odredeni pomak (
u, 8) ugnijezden, taj red odnosno stupac se briSu. Brisanjem odredenih redova i stupca

omogucuje se proracun pomaka preko jednadzbe S vise nepoznanica.
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3.9 lzracunavanje
rubnih pomaka

39.1 Uz
- Reducirana matrica
krutosti
- Reducirana matrica sila
- Rubni pomacd

Rjesavanje inverzne matrice i
Jednadiba za vise nepoznanica

{4} = [K]"x[F]

i =1, rubne tocke

392
Rubni uvjet
oy}

3.9 5 lzradunavanje
rubnih pomaka

Slika 3.14 — Dijagram izracunavanja pomaka

Na slici 3.14 je prikazan dijagram toka za ra¢unanje pomaka. Da bi se odredili pomaci i zakreti
u C&vorovima potrebno je rijesiti jednadzbu {u} = [K] " 1x {F}. Na mjestima gdje su
pomaci/zakreti onemoguceni unosi se ,,0%“. Dijagram toka je definiran tako da se prvo izraCunaju
samo pomaci koji je postoje, a zatim se stvara lista svih pomaka sustava bio on jednak nuli ili

proracunat.
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3.10 lzratunavanje
reacijia u aslancima

3.10.1 Ulaz
- Globalna matrica [K]
- lzracunata matrica
pomaka {u}
Matrica sila i
momenata {F}

Rjetavanje formule
1R} =[K]*{uHF}

3.10.2
Kraj unosa

Slika 3.15 — Dijagram izracunavanja reakcija u osloncima

Na slici 3.15 je prikazan dijagram toka odredivanja reakcija u osloncima. Izra¢unavaju se

reakcije za svaki ¢vor iako u svakom ¢voru nema oslonca ili uklje$tenja. Na mjestima gdje

nema oslonca ili ukljeStenja reakcija ¢e biti jednaka 0.
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3.3. Dijagrami izlaznih podataka

Dijagrami toka izlaznih podataka ukazuju na nacin prikaza ulaznih podataka, medurezultata i
rezultata na zaslonu racunala. Sve izracunate vrijednosti se mogu ispisati na zaslon racunala ili
pohraniti u datoteku. U sljede¢em poglavlju prikazani su dijagrami toka za ispisa rezultata tj.

rjeSenja problema grede primjenom MKE.

4.1 Izlazni podatci

4 2 Rezultati pomaka

4.3 Rezultati reacijia u
osloncima

4.4 Kraj prikaza
izlaznih podataka

Slika 3.16 — Dijagram izlaznih podataka

Primarni izlazni podatci koji se traze su ,,Rezultati pomaka“ i ,, Rezultati reakcija u osloncima®.
U programskom kodu ¢e biti puno viSe izlaznih podataka koji ¢e biti prikazani, dok ¢e ovdje
biti prikazani samo navedeni. Razlog prikaza medurezultata jest provjera ispravnosti rada

programa i trazenja eventualnih pogresaka (,,debugging).
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4.2 Ispis rubnih
pomaka

4.3 Ispis reakcijau
osloncima

4.3.1 Ulaz
RijeSene reakcije u
osloncima

4.2.1 Ulaz
Rijeseni rubnl pomaci

i =1, rubne tocke*2

i=1, rubne tocke*2

Sla (1) (1l

Proglb (1) 1li
Moment (2)

Zakret (2)

433
Ispls rezultata momenta u
njutn metrima

422 423
Ispls rezultata progiba u |spis rezultata zakreta u
maetrima radijanima

432
Ispis rezultata sile u Njutnima

434
Kraj Isplsa reakclja u
osloncima

424
Kraj ispisa rubnih
pomaka

Slika 3.17 — Dijagram toka izlaznih Slika 3.18 — Dijagram toka izlaznih
podataka pomaka podataka reakcija u osloncima

Nakon izrade dijagrama toka prelazi se na izradu programskoga koda. Gotovi dijagrami

olakSavaju programiranje.
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4. lzrada programskog koda

Na temelju izradenih dijagrama toka izvrSeno je programiranje u programskom jeziku Python.
U nastavku su date slike s dijelovima programskog koda i opisom istog uz pozivanje na

odgovarajuci dijagram toka.

1. fi===================================================================
2. # UNOS MODULA ZA RAD PROGRAMA

3. fi====================================================================
4.

5. import numpy

6.

7. f====================================================================
8. # ODLUKA O UNOSENJU NOVIH PODATAKA ILI KORISTENJU ,DEFAULTY PODATAKA
9. f====================================================================
10.

11. pocetak = input ("Unos podataka(l) ili default podatci(2): ")

12.

13. 1if pocetak == "2":

14. uk br elemenata=4

15. uk br cvorova=uk br elemenata+l

16. pocetna_ tocka = [1,2,3,4]

17. zavrsna_ tocka = [2,3,4,5]

18. duljina elementa = [2,1, 0.5, 2]

19. inercija=[0.000006,0.000006, 0.000006,0.000006]

20. young=[210000000000,210000000000,210000000000,210000000000]

21. konstanta=[157500.0,1260000,10080000,157500.0]

22.

23. sila kont = [0,-10000,0,0]

24 info = {'ell':['ne',0], 'el2': ['da',-10000],'el3': ['ne', 0],\
25. 'eld': ['ne', 0]}

26. Fd={'el0':0,'el5':0,'ell1':0, 'el2': -5000.0, 'el3': 0, 'eld':0}
27. Md={'elO': 0, 'el5': 0, 'ell': 0, 'el2': -833.34, 'el3': 0,\
28. 'eld':0}

29. sile = [0,-5000,0,0,0] #N

30. moment = [0,0,0,-5000,0] #Nm

31. Rubni uvjeti progibi i rotacije=[0,1,1,1,1,1,0,1,0,0]

32. F uk={'silal': 0,'sila2':-10000.0,'sila3"':-5000.0, 'sila4': 0,\
33. 'sila5': 0}

34. M uk={'momentl': 0, 'moment2': -833.333334,\

35. 'moment3': 833.333334, 'moment4': -5000, 'moment5': 0}
36. else:

37. uk br elemenata = int (input ('Ukupan broj broj elemenata je: '))
38. uk br cvorova = uk br elemenata+l

39.

Slika 4.1 — Pocetak programa i odabir o unosu novih ili koristenju

unaprijed odredenih ulaznih podataka

Na pocetku programskog koda vrsi se uvoz modula koji ¢e olaksati izradu programa (slika 4.1).
Umetnuti modul je ,,numpy* koji omogucava brzo izvrSavanje kompliciranih matematickih

funkcija. Modul se poziva koristenjem naredbe ,,import“ (redak 5).
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Izrada koda na slici 4.1 se vr$i na temelju dijagrama toka prikazanog na slici 3.2 (Primarni
dijagram unosa podataka). Redak 11 omoguéava korisniku unos podataka putem tipkovnice, tj.
odluku dali Zeli unijeti nove ili koristiti unaprijed definirane (,,default”) ulazne podatke.
Unaprijed definirani podatci su dio samog programskog koda i pokre¢u se unosom broj 2.
Unosom broja 1 zapocinje unos ulaznih podataka. Unos podataka zapocinje unosom ukupnog
broja konacnih elemenata (redak 36). Potom program racuna ukupan broj ¢vorova (koji je u

slucaju grede za 1 veci od broja elemenata).

40. =========================s=sss=ss=ssss==============sss=s==============
41. # UNOS/UCITAVANJE ULAZNIH PODATAKA O ELEMENTIMA (E, I, L, KONT.SILA)
42, ===================================================================
43.

44, pocetna tocka []

45, zavrsna_ tocka = []

46. duljina elementa = []

47. inercija =[]

48. young =[]

49. konstanta =[]

50.

51. for i in range(uk _br elemenata) :

52. a = int (input ("Element " +str(i+l)+ "pocinje na cvoru : "))
53. b = int (input ("Element " +str(i+l)+ "zavrSava na cvoru: "))
54. L = float (input ("Duzina elemeta "+str (i+l)+ " u [m] Je: ™))
55. I = float (input ("Aksijalni moment inecije [m4] je: "))

56. E = float (input ('Youngov modul [N/m2] je: "))

57. con = float ((E*I/ (L**3)))

58.

59. pocetna tocka.append(a)

60. zavrsna_ tocka .append (b)

61. duljina elementa.append (L)

62. inercija.append (I)

63. young.append (E)

64. konstanta.append (con)

Slika 4.2 — Unos ulaznih podataka

Prilozeni kod na slici 4.2 je izraden na temelju dijagrama toka prikazanog slici 3.4 (dijagram
toka za unos podataka o elementima). U linijama programa 44-49 se inicijaliziraju liste .
Inicijalizirane liste su jednodimenzionalne matrice koje se u petlji popunjavaju podacima. Unos
podataka se vrsi u ,,for petlji (pocev od retka 52). U svakom prolazu kroz petlju upisuje se po
jedan podatak u ranije inicijalizirane liste. Ukupan broj prolaza kroz petlju jednak je ukupnom
broju konac¢nih elemenata. Za svaki element korisnik upisuje zadatkom odredene podatke. Za
unos decimalnih brojeva koristi se ,,float (input)“. PoCetne liste se popunjavaju s novo unesenim

podatcima koji se koriste dalje u programu.
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65. kont =[]

06. sila kont = []

67. info = {1}

68.

69. kon po elementu= (input("je 1i na elementu "+str(i+l)+ \
70. " kontinuirano opterecenje (da/ne): "))
71. kont.append (kon _po elementu)

72. if kont[i] == "da":

73. sila kont.append (float (input ("koliko je kont. \

74. opterecenje na elementu "\
75. +str(i+1)+": ")))

76. else:

77. sila kont.append(0)

78. info["el"+str (i+1)] = [kont[i],sila kont[i]]

79.

80. Fd = {"elO": 0, "el"+str (uk br cvorova): 0}

81. Md = {"elO": 0, "el"+str (uk br cvorova): 0}

82.

83. if info["el"+str (i+1)][0] == "da":

84. Fd["el"+str(i+l)] = duljina elementa[i]*info["el"+ \
85. str(i+1)][11/2

86. else:

87. Fd["el"+str (i+1)] = O

88.

89. if info["el"+str (i+1)][0] == "da":

90. Md["el"+str (i+1)] = ((duljina elemental[i]**2)*\

91. info["el"+str (i+1)]1[1])/12

92. else:

93. Md["el"+str (i+1)] = O

Slika 4.3 — Unos kontinuiranih opterec¢enja i odredivanje ekvivalentnog

opterecenja po elementima

Ulaz podataka o elementima zavrSava unosom podataka o opterec¢enjima u ,,for* petlji u retku
73 (slika 4.3). Ovaj dio programa je izraden na temelju dijagrama toka na slici 3.4.. Provjera
dali na nekom elementu postoji kontinuirano optereéenje vrsi se preko ,,if petlje (redak 74).
Ukoliko na promatrani element djeluje kontinuirano optere¢enje korisnik upisuje brojcanu
vrijednost, a u sluaju ako nema kontinuiranog optere¢enja program za promatrani element

dodjeljuje vrijednost 0.

Za razliku od prije inicijalizirane liste u dijelu koda pojavljuje se rje¢nik unutar viticastih
zagrada (,,python dictionary - redak 67. Za razliku od obi¢ne liste rje¢nik (,,dictionary)
omogucava zapis podataka s kljucem (podaci mogu biti brojéani, tekstualni, logicki i sl.). U
rjeéniku je prikazano stanje za svaki postoje¢i element, to jest postoji li kontinuirano

opterecenje 1 1znos sile.

Primjenom podataka iz rje¢nika rac¢una se ekvivalentna poprecna sila i ekvivalentni moment

savijanja.
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Ulaz podataka zavrSava dijagramom toka na slici 3.3 (Dijagram toka za unos podataka o

¢vorovima). Ovaj dio je realiziran dijelom programa koji je prikazan naslici 4.4 . Na ¢vorovima

se postavljaju sile i momenti te se definiraju pomaci ¢vorova.

0 e g S S
95. # UNOS PODATAKA O CVOROVIMA - sile, momenti i rubni pomaci

96, fmmmmmmmmmm e

97.

98. Sile =[]

99. Moment =[]

100.

101. for i in range (uk br cvorova) :

102. silel=(float (input ("kolika je sila F" + str(i+l) +

103. "na ¢voru "+str(i+l)+": ")))
104.

\

105. momentl=(float (input ("koliki je moment M" + str (i+1)+\

106. "na c¢voru "+str (i+l)+": ")))
107. sile.append(silel)
108. moment . append (momentl)

Slika 4.4 — Unos ulaznih podataka o ¢vorovima

Unos podataka se vrsi u ,,for petlji (pocev od retka 101, slika 4.4 ). U svakom prolazu kroz

petlju upisuje se po jedan podatak u inicijalizirane liste ,,Sile* (redak 98) i ,,Moment* (redak

99). Ukupan broj prolaza kroz petlju jednak je ukupnom broju ¢vorova. Ovisno o ukupnom

broju ¢vorova korisnik upisuje iznos sile i momenta za svaki ¢vor naredbom ,.float(input)*.

Naredba ,.float* omogucuje programu rad s decimalnim brojevima.

109. f==========================================================
110. # MJESTO DJELOVANJA RUBNIH UVJETA

111. # ul,3,5,7... OZNAKA ZA PROGIBE

112. # u2,4,6,8... OZNAKA ZA ROTACIJE

113. f==========================================================
114. pPrint ("=========mmmmmcmmmmem e e e
115. print (" 0 predstavlja onemoguéen zakret/pomak")

116. print (" 1 predstavlja slobodan zakret/pomak")

117. print ( ("===============================================
118. for i in range(uk _br cvorova) :

119. Rubni uvjeti progibi i rotacije=[]

120.

121. progib=int (input ("Progib u"+str (i+1)+"u &voru "\
122. +str(i+l)+" Jje {O ili 1}: ")
123. rotacija = int (input ("Zakret v"+str(i+l)+" u cvoru
124. +str (i+1)+" je {O ildi 1}:
125

126. Rubni uvjeti progibi i rotacije.append (progib)
127. Rubni uvjeti progibi i rotacije.append (rotacija)
128.

129. print (Rubni uvjeti progibi i rotacije)

)
"\
ll))

Slika 4.5 — Unos rubnih uvjeta
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Rubni uvjeti (slika 4.5) unose se preko ,.for* petlje ( slika 4.5, redak 118) ovisnoj o ukupnom
broju ¢vorova. Za svaki ¢vor na elementu korisnik unosi stanje 0 pomaku i zakretu 0 ili 1 (redak
121 - 124). Nula definira onemoguc¢en pomak/zakret dok jedinica definira slobodan
pomak/zakret. Kao i do sada korisnik upisuje stanje ¢vora preko naredbe ,,input®. Slika 4.5

prikazuje tvorbu matrice sila.

130. f#==================================================================
131. # ZBRAJANJE SILA I MOMENATA S EKVIVALENTNIM VRIJEDNOSTIMA

132. #=============cccc—oossso—ossssoooosssoooossoooossoooooSssoooo=o===
133.

134. F uk = {}

135. M uk =

136.

137. F uk["sila"+str(i+l)] = sile[i] + Fd["el"+str (i) ]\

138. + Fd["el"+str (i+1) ]

139.

140. M uk["moment"+str (i+1)] = moment[i] - Md["el"+str (1) ]\

141. + Md["el"+str (i+1)]

142.

143. print (F_uk)

144. print (M_uk)

145.

146. #===============s===sssssssssSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS S ===
147. #UVEZIVANJE SILA I MOMENATA U MATRICU SILA

148. f#==============================================s====================
149.

150. sile i momenti = []

151. for i in range (uk br cvorova) :

152. sile i momenti.append (F uk["sila"+str(i+l)])
153. sile i momenti.append (M uk["moment"+str (i+1l)])
154.

155. print ("Matrica sila i momenata= ", sile i momenti)

Slika 4.6 — Stvaranje matrice sila

Radi kreiranja matrice sila potrebno je sile i momente (slika 4.4, redak 98 i 99) u ¢vorovima
zbrojiti s ekvivalentnim vrijednostima proizislim iz kontinuiranog optereéenja (slika 4.3).
Ekvivalentne vrijednosti se mijenjaju ovisno o fizikalnim svojstvima elementa koja se ra¢unaju.
Svakom ¢voru izmedu dva elementa se pridodaju ekvivalentne vrijednosti izra¢unate za oba
elementa §to znaci da se na spoju elemenata, u slu¢aju kontinuiranog optereéenja, uvijek dogada

jedan proracun vise (redak 137 i 140).

U novo nastalim inicijalnim listama F_uk (red 134) i M_uk (redak 135) uporabom ,,for petlje
vr$i se popunjavanje navedenih listi. Na spoju elementa (¢vorovima) ukupna sila/moment je
prikazana kao suma aktivnih i ekvivalentnih sila/momenata (redak 137-141). Uz zadnji brojac¢
se nalazi ,,(i+1)“ koji omogucava uzimanje svakog drugog c¢lana iz liste. U slucaju

kontinuiranog opterec¢enja koje se prenosi na vise elemenata u sumi ¢e uvijek postojati jedan
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¢lan vise, te ¢e proracunom biti pridodan. Sve ukupne sile i momenti su objedinjeni u zasebnu
listu (redak 150 — 153).

Popunjenim vektorom sila zavr$ena je priprema ulaznih podataka potrebnih za rad programom.
U sljede¢em dijelu prikazan je tok obrade podataka putem koda, te potrebnih funkcija za

dolazak do rjeSenja.

157. #PRIKAZ MEDPUSOBNIH VEZA IZMEDPU ELEMENATA

158, ===================================================================
159.

160. Elementi=[]

161. for i in range (int (uk _br elemenata)) :

162. Priv=1[]

163. Priv.append (pocetna tockali])
164. Priv.append(zavrsna tockali])
165. Elementi.append (Priv)

166. #print (Elementi)

Slika 4.7 - Veza izmedu elemenata

Obrada podataka zapocinje dijelom programa na slici 4.7, a temeljenom dijagrama toka na slici
3.6 (Dijagram toka ,,Matrice elementa*). Matrica elementa povezuje svaki konacni element s
pripadaju¢im ¢vorovima. Za razliku od prijasnjih lista, navedena lista ,,Priv* redak 162 se nalazi

unutar ,,for petlje. Time je omogucena reinicijalizacija liste unutar petlje.

171. Matrica veza=[]
172. for i in range (uk br elemenata) :

173. Matrica veza privremena=[]

174

175. Matrica veza privremena.append (Elementi[i] [0]*2-1)
176. Matrica veza privremena.append (Elementi[i] [0]*2)
177

178. Matrica veza privremena.append (Elementi[i] [1]*2-1)
179. Matrica veza privremena.append (Elementi[i] [1]*2)
180. Matrica veza.append(Matrica veza privremena)

Slika 4.8 — Generiranje matrice veza

Na osnovu slike 3.7 (dijagram toka ,,Matrica veza“) izraduje se dio koda prikazan na slici 4.8.
U ,.for* petlji vr$i se popunjavanje matrice veza (redak 171). U svrhu popunjavanja navedene
matrice kreira se nova lista unutar ,.for* petlje ,,Matrica_veza privremena“ (redak 173) u koju

se pohranjuju privremeni podatci potrebni za kreiranje matrice veza. Generiranjem matrice veza
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dobiva se matrica s broj¢éanom oznakom pomaka ¢vorova za svaki element (svaki element ima
dva ¢vora, a svaki ¢vor jedan vertikalni pomak i jedan zakret — dakle pomak svakog elementa

je definiran s Cetiri ,,pomaka‘) .

181 . #==============ccc—oossso—oossooooossoooosossooooSsSooSoSsSooSomo===
182. #FORMIRANJE NUL MATRICA

183. f==================================================================
184. n=uk _br cvorova

185. m=Rubni uvjeti progibi i rotacije

186.

187. lok mat el=numpy.zeros ((uk br elemenata,4,4),dtype="int6d")

188.

189. glob mat el=numpy.zeros((uk br elemenata,n*2,n*2),dtype="int64")
190.

191. Globalna matrica=numpy.zeros ((n*2,n*2),dtype="int64")

192.

193. red mat krutost=numpy.zeros ((n*2-m.count (0),n*2-

194. m.count (0)),dtype="int64")
195.

196. F _reducirana=numpy.zeros ((n*2-m.count (0)),dtype="int64")

Slika 4.9 — Formiranje nul matrica

Dijagram toka na slici 3.8 (Dijagram definiranje nul matrica) prikazuje inicijalizaciju nul
matrica koje ¢e biti koristene u proracunu. Na slici 4.9 prikazan je kod za kreiranje matrica

koje je potrebno inicijalizirati:

e Lokalna matrica krutosti za svaki element (redak 187)

e (Globalna matrica krutosti za svaki element ( nije potrebna u analitickom proracunu,
redak 189)

e Globalna matrica krutosti (redak 191)

e Reducirana matrica krutosti (redak 193)

e Reducirana matrica sila (redak 196)

Nul matrice se definiraju pomoc¢u primjenom funkcije ,,zeros* koja je dio modula ,,numpy*. Sve
matrice definirane su dimenzijom (brojem redaka i stupaca, te tipom podataka s kojima ¢e biti

popunjene).

Inicijalizacijom svih nul matrica omogucen je daljnji prorac¢un. Naslici 3.9 prikazan je dijagram

toka za generiranje lokalnih matrica krutosti elementa.
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197. #===========================

198. # GENERIRANJE LOKALNIH MATRICA KRUTOSTI ZA SVAKI POJEDINI ELEMENAT
199, f#================================================
200

201. for i in range (uk br elemenata) :

202. L = float (duljina elementa[i])

203. con = float (konstanta([i])

204. lok mat el[i] [0][0]=12.e+00*con
205. lok mat el[i] [0][1]=6.e+00*L*con
206. lok mat el[i] [0][2]=-12.e+00*con
207. lok mat el[1][0][3]=6.e+00*L*con
208

209

210. lok mat el[i][1][0]=6.e+00*L*con
211. lok mat el[i][1][1]=4.e+00*L**2*con
212. lok mat el[i][1][2]=-6.e+00*L*con
213. lok mat el[i][1][3]=2.e+00*L**2*con
214

215. lok mat el[i] [2][0]=-12.e+00*con
216. lok mat el[i] [2][1]=-6.e+00*L*con
217. lok mat el[i][2][2]=12.e+00*con
218. lok mat el[i][2][3]=-6.e+00*L*con
219

220. lok mat el[i] [3][0]=6.e+00*L*con
221. lok mat el[i] [3][1]=2.e+00*L**2*con
222. lok mat el[i] [3][2]=-6.e+00*L*con
223. lok mat el[i][3][3]=4.e+00*L**2*con

Slika 4.10 — Generiranje lokalne matrice krutosti

Na slici 4.10 prikazano je popunjavanje lokalne matrice krutosti matrice ,,lok_mat_el* (slika

4.9, redak 187). Unutar ,.for* petlje vrsi unos 16 ¢lanova lokalne matrice krutosti. U svakom

prolazu kroz petlju generira se lokalna matrica krutosti za jedan element. Svaki ¢lan lokalne

matrice krutosti pomnozen je s konstantom % Prolaskom petlje od redka 204 - 223. generiraju

se svi ¢lanovi lokalne matrice krutosti jednog elementa. Ukupan broj prolaza kroz petlju jednak

je ukupnom broju konac¢nih elemenata.

Na temelju dijagrama toka sa slike 3.10 (Generiranje globalne matrice krutosti) izvodi se

povezivanje lokalnih matrica krutosti u jednu globalnu matricu krutosti primjenom visestrukih

petlji. Visestruke petlje omogucavaju prolazak po cijelom globalnom sustavu matrice.
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225. # GENERIRANJE LOKALNIH MATRICA KRUTOSTI U FORMATU GLOBALNE MATRICE
226. # KRUTOSTI

227 . ===================================================================
228. for el br in range (uk br elemenata) :

229. il=-1

230. for i in Matrica vezalel br]:

231. 11+=1

232. Jjl=-1

233. for j in Matrica vezalel br]:

234. J14+=1

235. globalna mat elfel br][i-1][j-
236. 1]+=1ok mat _ellel br][il][§1]
237

Slika 4.11 — Zapis lokalnih matrica krutosti u formatu globalne matrice

krutosti

Slika 4.11 prikazuje koriStenje trostruke ,,for petlje koja programu omogucéava kreiranje
lokalnih matrica krutosti u formatu globalne matrice krutosti. U ranije inicijaliziranoj nul
matrici ,,globalna ,mat_el* (slika 4.9, redak 218) unutar ,.for* petlji se popunjavaju lokalne
matrice krutosti (formata globalne) s podatcima iz lokalnih matrica krutosti elemenata
,lok_mat_elementa‘ (slika 4.9). Ukupan broj novo nastalih matrica jednak je broju kona¢nih
elemenata. Svaka ,,globalna_mat el (redak 235) ¢e biti razlicita po lokaciji ¢lanova

spremljenih u matrici.

238. S e e L LSS
239. # GENERIRANJE GLOBALNE MATRICE KRUTOSTI

240. S e e L LSS
241.

242. for el br in range(uk br elemenata):

243.

244 . for i in range(uk _br cvorova*2):

245.

246. for j in range (uk _br cvorova*2) :

247.

248. Globalna matricali] [j]+=globalna mat el[el br][i] []]

Slika 4.12 — Formiranje globalne matrice krutosti

Globalna matrica krutosti dobiva se zbrajanjem svih lokalnih matrica krutosti (u formatu
globalne matrice). Za generiranje globalne matrice krutosti koristena je trostruka ,,for* petlja
(slika 4.12).
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249. #

250. #REDUCIRANA MATRICA KRUTOSTI
251. #

252.

253. il=-1

254. §1=-

255. pomaci nazivi=[]
256. for 1 in range (uk br cvorova*2):

257. if (Rubni uvjeti progibi i rotacijeli]==1):

258. il1+=1

259. pomaci nazivi.append ("u"+str(i+l))

260. Jl=-

261. for j in range (uk br cvorova*2) :

262. if (Rubni uvjeti progibi i rotacije[jl==1):

263. Jjl+=1

264 . red mat krutosti[il][jl]=Globalna matricali] [J]

Slika 4.13 — Reducirana matrica krutosti

Izraz koda slici 4.13 dobiven je iz dijagram toka na slici 3.12 (Dijagram generiranja reducirane
matrice krutosti), te prikazuje nacin implementacije globalne matrice krutosti u formatu
reducirane matrice. Koristenjem dvostruke ,,for* petlje na osnovu stanja pomaka ¢vorova kreira
se reducirana matrica krutosti. U slucaju omogucenog pomaka ,,1* globalna matrica ostaje ne
promijenjena, a u slu¢aju onemogucenog pomaka ,,0“ globalna matrica se reducira za

odgovarajuci redak i stupac.

265. f==================================================

266. #REDUCIRANA MATRICA SILA I MOMENATA

267 . ff==================——————————— o — e
268.

269. il1=-1

270. for i in range (uk _br cvorova*2):

271. if (Rubni uvjeti progibi i rotacijel[i]==1):

272. 11+=1

273. F reducirana[il]=sile i momenti[i]

Slika 4.14 — Formiranje reducirane matrice sila

Dio programa slici 4.14 se temelji na dijagramu toka sa slike 3.13 (Dijagram generiranja
reducirane matrice sila i momenata). Reducirana matrica sila kreira se prolaskom ,,for* petlje
preko ukupnog broja ¢vorova. Ovisno dali je pomak onemogucen ,,0° ili omogucen ,,1* (redak
271) u ¢voru reducira se navedena matrica. Reducirani vektor sila popunjava se podatcima iz
liste ,,sile_i_momenti““ (redak 273). Rjesavanjem reduciranih matrica programski kod je
pripremljen za ra¢unanje svih pomaka i zakreta. Slika 3.15 (Dijagram izracunavanja pomaka)
i slika 3.16 (Dijagram izraCunavanja reakcija u osloncima) prikazuju dijagrame toka tj. zadnje

faze obrade podataka prije ispisa rezultata.
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Dijagram toka na slici 4.15 prikazuje rjeSavanje matricne jednadzbe 2.9. Python funkcijom
,humpy.linalg.solve* jednostavno rjesava matri¢ne jednadzbe s ve¢im brojem nepoznanica, te

viSestruko olakSava programiranje.

274 . f======================================s===ss==ss==ss==ss==ss==ss=========
275. # ODREDPIIVANJE POMAKA (PROGIBA I ROTACIJR)
276. f==================================================================
277. pomaci = numpy.linalg.solve (red mat krutosti, F reducirana)
278.

Slika 4.15 — Izracunavanje rubnih pomaka
279. f=========================================s=========s==ss=ss=s======
280. # ODREDIVANJE REAKCIJA U OSLONCIMA
281 . f#=========================================s==============s=========
282.
283. reakcije = numpy.dot (Globalna matrica, pomaci svi)
284. reakcije ukupno = reakcije - sile i momenti

285. print (reakcije ukupno)

Slika 4.16 — Izracunavanje reakcija u osloncima

Slika 4.16 prikazuje odredivanje reakcija u osloncima koriste¢i Python-ovu naredbu
Lhumpy.dot®. ,,numpy.dot je dio modula ,,numpy“ Kkojoj je funkcija mnozenje matrica.
Mnozenjem matrica kreira se matrica n X 1 od koje se oduzima vektor sila (ukupne sile i

momenti, redak 150).

Obradom posljednje dvije funkcije zavrSava se s obradom podataka. Sljede¢i korak je
ispisivanje rezultata na zaslonu racunala. Tijekom izrade programskog koda viSe puta se
pojavljuje naredba ,,print. Naredba ,,print* sluzi za ispisivanje podataka na zaslonu, te za
ispisivanje medurezultata. Medurezultati osiguravaju korisniku da provjeri ispravnosti rada
programa i trazenje eventualnih pogresaka (,,debugging®) u fazi testiranja programa. Na slici
3.17 (Dijagram toka izlaznih podataka pomaka) i slici 3.18 (Dijagram toka izlaznih podataka
reakcija u osloncima) prikazani su samo primarni rezultat koji se traze u fazi koriStenja

programa. To su rezultati pomaka i rezultati reakcija u osloncima.

286. print (,,0znake pomaka™)

287. print (pomaci nazivi)

288. print (,Pomaci cvorova=")
289. for member in pomaci:

290. print (,%9.6f% % member)

Slika 4.16 — Formiranje ispisa izracunatih pomaka
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Slika 4.16 od reda 286 do reda 290 prikazuje kod za ispis izra¢unatih pomaka. To su svi pomaci

koji nisu 0, to jest racunati su pomocu reduciranih matrica.

Oznake pomaka
['UZ', vu3v, 'U4', vu5v’ vu6v’ vu8V]
Pomaci c¢vorova=
-0.003305
-0.003726
0.001020
-0.001175
0.003119
0.001176

Slika 4.17 — Ispis izracunatih pomaka

Slika 4.17 prikazuje ispis trazenih pomaka. Radi urednijeg pregleda napravljen je dodatni kod
prikazan naslici 4.18. Od reda 294 do reda 300 prikazan je dio koda koji posprema sve podatke
0 pomacima u ranije inicijaliziranu listu ,,pomaci_svi“ (redak 293). Razlog nastalog koda je
kreiranje liste kompletiranjem pomaka svih ¢vorova radi olak$anog i urednijeg snalazenja u

programul.

291. j1=-1

292. sile nazivi=[]

293. pomaci svi=[]

294. for i in range (uk _br cvorova*2):

295. if (Rubni uvjeti progibi i rotacije[i]==0):
296. sile nazivi.append ("F"+str (i+1))

297. pomaci svi.append(0)

298. else:

299. Jl+=1

300. pomaci svi.append (pomaci[jl])

3

Slika 4.18 — Kod za dobivanje liste ,,pomaci_svi*

Kreirana lista ,,pomaci_svi“ implementira se u daljnji kod na slici 4.19

301. print ("Pomaci na c¢vorovima=")

302. for i in range (len(pomaci svi)) :

303. if i%2 == 0: print("u"+str(it+l)+"= ""%9.6f"%Spomaci svi[i], "m")
304. else: print ("u"+str(i+l)+"= ""%9.6f" % pomaci svi[i], "rad")

‘

Slika 4.19 — Kod za ispisivanje liste ,,pomaci_svi*

PriloZeni kod na slici 4.19 omogucuje raspisivanje svih pomaka u ¢vorovima, te ispis mjerne
jedinice za pomake. Prilikom kreiranja ,,for* petlji javlja se funkcija ,,len“. Funkcija ,,len*

predstavlja duzinu liste u zadanoj petlji. Bez navedene funkcije petlja ne bi mogla uzimati
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podatke preko petlje. Redovi 303 i 304 omogucuju ispisivanje rezultata pomaka u razli¢itim

mjernim jedinicama.

Fomaci na cvorovimas
ul= 0.000000 m

uz= -0.003305 rad
u3i= —-0.00372é m

ud4= 0.001020 rad
us= -0.001175 m

ug= 0.00311% rad

u7=  0.000000 m
ug= 0.00117e rad
ug%= 0.000000 m
ulo= 0.000000 rad

Slika 4.20 — Konacni rezultati svih pomaka

Posljedn;ji dio koda je izraden prema dijagramu toka na slici 3.18 (Dijagram ispisa reakcija u

osloncu).

Rezultati reakcija u osloncima su definirani na isti na¢in kao i rezultati pomaka.

305. print ("==========================================================")
306. print (" F1,3,5,7... predstavlja reakcijske Sile")

307. print (" F2,4,6,8... predstavlja reakcijske Momente")

308. print ("==========================================================")
3009.

310. #print(reakcije u osloncima)

311. print ("Oznake sila™")

312. print(sile nazivi)

313.

314. print ("Reakcije u osloncima=")

315. for i in range (len(reakcije ukupno)) :

316. if i%2 ==
317. print ("F"+str (i+1)+"= ""%9.6f" % reakcije ukupno[i], "N")
318. else: print ("F"+str (i+l)+"= ""%9.6f" % reakcije ukupno[i], "Nm")

Slika 4.21 — Kod za ispis rezultata reakcija u osloncima

F1,3,5,7... predstavlja reakcijske Silﬂ
F2,4,6,8... predstavlija reakcijske Homente

Oznake =ila

[*Fi1', 'F7', 'F&§', 'F10'")
Beakecije u o=loncima=
Fl= 2724.530612 N

F2= 0.000000 Nm

F3= 0.000000 W

F4= 0.333333 Hm

F5= -0.000000 W

F&= -0.333333 Mm

F7= 14488,.576531 N
Fg= -0.000000 Nm

Fo= -2223.107143 N
F10= 1482.07142% Nm

Slika 4.22 — Ispis rezultata reakcija u osloncima
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5. Testiranje programa i rjeSavanje analitiCkog nacina rjeSavanja
grede MKE

Postupak pri analitickom rjeSavanju problema popre¢no optereéene grede metodom konacnih

elemenata:

e (reda se oslobada od veza, te rastavlja na konacne elemente 1 ¢vorove

e Na temelju rastavljenih elemenata uocava se ukupan broj pomaka koji djeluju na
¢vorovima

¢ Na temelju fizikalnih podataka dobiti lokalne i globalne matrice krutosti

e Izracun ukupnog djelovanja sila i zapisa u matri¢nom obliku

e Na temelju matri¢ne jednadzbe izra¢unati pomake u ¢vorovima i reakcije u osloncima

5.1. PRIMJER 1

Na slici 5.1 prikazana je jednostavna popre¢no opterecena greda optereCena koncentriranom
silom 1 kontinuiranim optereCenjem. Na temelju zadanih podataka metodom konacnih
elemenata odrediti sve pomake u ¢vorovima i reakcije u osloncima (u =7?,8 =?,[R] =?).

(R135.-predstavlja reakcijske sile, R246.- predstavlja reakcijske momente)!

10 kN/m
" ey
1m .~ 05m 2m SIN
Slika 5.1 — Primjer br. 1 [6]
F =5000 N
Q = 10000 N/m

E = 210 GPa = 210000000000 N/m?

| =4*10°m*
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F1=(Z) F2:® F3:® F4:5000N
M1=® M2=® M3=¢ M4=¢

Na slici 5.2 prikazana je raspodjela grede na elemente, ¢vorove i pomake koji djeluju na ¢vor.

Greda se dijeli na ukupno 3 elementa i 4 ¢vora.

A U A B A U
| |

U,
A

1 |2 | 13| 1 4

Slika 5.2 — Greda s oznacenim elementima, ¢vorovima i pomacima

KONSTANTE KRUTOSTI ZA SVE ELEMENTE

Element 1
E, -1 210000000000-4-10~°
2 2= = 84000 (5.1)
L 13
2
Element 2
Eyl 210000000000-4-107°
232 = = 6720000 (5.2)
L5 0.53
Element 3
Ea'l 210000000000-4-107°
22 — = 105000 (5.3)
L3 23

LOKALNE MATRICE KRUTOSTI ELEMENTA

Na osnovu rijeSenih konstanti krutosti raCunaju se lokalne matrice krutosti. Definirana lokalna
matrica krutosti preuzeta je iz skripte [2]. MnoZenjem konstantne krutosti s lokanom matricom

krutosti dobiva se potpuni izgled matrice krutosti za jedan element.
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Element 1
12 6L —12 6L
_ E¢ly | 6L 41> —6L 2I?
leal = 3 [-12 -6L 12 -—6L (54)
6L 21> —6L 4I?
12 6-1 —-12 6-1
_ 6:1 4-1> —-6-1 2-1°
k1] = 840000 12 —6-1 12 —6-1 (5.5)
6:-1 2-12 —6-1 4-172
10080000 5040000 —10080000 5040000
[k,] = 5040000 3360000 —5040000 1680000 (5.6)
! —1008000 —-5040000 10080000 —5040000 '
5040000 1680000 —5040000 3360000
Element 2
12 6L —12 6L
_ Exl | 6L 41> —6L 27
[kl = 13 |-12 —-6L 12 —6L (.7)
6L 21> —6L 412
12 6-0,5 —-12 6-05
6-05 4-052 —6-05 2-0.5?
6720000 - ’ 5.8
-12 —-6-05 12 —-6-0.5 8)
6:-05 2:05%2 —6-0.5 4-0.52
80640000 20160000 —80640000 20160000
[k,] = 20160000 6720000 —20160000 3360000 (5.9)
2 —80640000 -—20160000 80640000 —20160000 '
20160000 3360000 —20160000 6720000
Element 3
12 6L —12 6L
_  Exl3 | 6L 4L* —6L 2L?
lks] = 3 |-12 -6L 12 -—6L (5.10)
6L 21> —6L 41?2
Rjesavanje problema poprecno opterecene grede primjenom metode kona¢nih elemenata 39



Sveucilisni odjel za strucne studije Konstrukcijsko strojarstvo

12 6-2 —12 6-2
6:-2 4-22 —6-2 2-2°

105000+ (225 T8 TLT St (5.11)
6:2 2:2% —6-2 422
1260000 1260000 —1260000 1260000
1260000 168000 —1260000 84000
[ks] = (5.12)

—1260000 —-126000 1260000 —1260000
1260000 840000 —1260000 1680000

KONTINUIRANO OPTERECENJE NA ELEMENTIMA
Element 1 — Kontinuirano optereéenje g = 0

Na slici 5.3 prikazan je kona¢ni element broj 1 te izracun ekvivalentnih optereéenja u ¢voru 1

i 2.

Mig M,

Slika 5.3 — Primjer 1, element 1

Fiu=¢ (5.13)
Mygy=0 (5.14)
Foq=0 (5.15)
Myy= 0 (5.16)

Element 2 — Kontinuirano optereéenje g = 10 kN/ m

Na slici 5.4 prikazan je konacni element broj 2, te izracun ekvivalentnih opterecenja u ¢voru 2
i 3.
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Faal I'F3q
‘43
M;q } 1 M3q
Slika 5.4 — Primjer 1, element 2

F+L 10000 * 0.5

FZd(z) = 2 - 2 = 2500 N
_ —Fx L? 10000 = 0.52 3
Faay = —3—= > = —208.33 Nm
FxL 10000 *0.5
Fsay, = = > =2500 N
F+L2 10000 * 0.52
= = 208.33 Nm

Maag, = 13 2

Element 3 — Kontinuirano optereéenje g = 0

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Na slici 5.5 prikazan je konacni element broj 3, te izraCun ekvivalentnih opterecenja u ¢voru 3

i 4.

F3d F4d

M3d M4d

=

Slika 5.5 — Primjer 1, element 3

Fag= 0 (5.21)

M3y = 0 (5.22)

Foy= 0 (5.23)
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My, = @

GLOBALNA MATRICA KRUTOSTI

(5.24)

Globalna matrica dobiva se formatiranjem (spajanjem) lokalnih matrica krutosti u formatu

globalne matrice.

(K] = [k4] + [k2] + [k3] (5.25)
1.008 0.504 —1.008 0.504 0 0 0 0
—0.504 0.504 —-0.504 0.168 0 0 0 0 ]
—1.008 -0.504 1.008 +8.064 —0.504 + 2.016 —8.064 2.016 0 0 |
7| 0.504 0.168 —0.504 +2.016 0.336 + 0.672 —2.016 0.336 0 0
[Ke] =10 [ 0 0 —8.06 —0.2016 8.064 + 0.126 —2.016+0.126 —0.126 0.126| (526)
| 0 0 2.016 0.336 —2.016 +0.126 0.168+0.672 —0.126 0.126
0 0 0 0 —-0.126 —-0.126 —0.126 0.126
l 0 0 0 0 0.126 0.084 —-0.126 0.168J
r 1.008  0.504 —1.008 0.504 0 0 0 0
—0.504 0.504 —0.504 0.168 0 0 0 0
-1.008 -0.504 9.072 1512 —8.064 2.016 0 0
_.~7] 0504 0.168 0.1512 0.1008 —2.016 0.336 0 0
[Ks] =10 0 0 —-8.06 —0.2016 0.336 —0.126 —0.126 0.126 (5.27)
0 0 2016 0336 —1.890 -0.126 -0.126 0.126
0 0 0 0 -0.126 —0.126 —0.126 0.126
0 0 0 0 0.126  0.084 —0.126 0.1681
MATRICA SILA
Matrica sila kreira se zbrajanjem vektora sila s ekvivalentnim opterecenjima.
Fy ICIM 0 0 0
M, 1d 0 0 0
F, Faay + Faa, 0 0 — 2500 —2500
Py M, Maa, +Maay | _ ) 0 0-—20833| _ )—20833
F=NFFI=1p 1+ Faa, + Fog, =1 0 (1225004001 —2500 (5.28)
M; Msq, + Msg, 0 208.33 208.33
154 F,q 50000 8 50000
4 Fuq
OSNOVNA MATRICNA JEDNADZBA
{u} = [K]™*- {F} (5.29)
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Obzirom da je globalna matrica krutosti simetri¢na matrica vrijedi da je [K]™! = [K].

1.008 0.504 -—1.008 0.504 0 0 0 0
—-0.504 0504 —0.504 0.168 0 0 0 0
—-1.008 -0.504 9.072 1512 -8.064 2.016 0 0
0.504 0.168 0.1512 0.1008 -—2.016 0.336 0 0

| [ |
L Zop=| 10
l1/.3—0J | [ 0 0 —-8.06 —0.2016 0.819 -—-0.189 -0.126 0.12

0
0
—-2500

NN
I |
-[‘fé’?a?J (530)

208.33
5000

6l
2016 0336 —0.189 —0.189 -0.126 0.126
6
8 0

0 0
[ 0 0 0 0 -0.126 -0.126 -0.126 0.12
0 0 0 0 0.126 0.084 —0.126 0.16

Eliminacijom redaka i stupaca za koje je pomak jednak nuli dobije se reducirana jednadzba

sustava.

REDUCIRANA JEDNADZBA SUSTAVA

Uz) 90720000 15120000 20160000 0 0 ( ~2500 \

8! [15120000 10080000 3360000 0 0 ~208.33

83 =[20160000 3360000 840000 —1260000 84000 208.33

Uy 0 0 ~1260000 1260000 —1260000|| 5000 (5.31)
0, 0 0 840000 —1260000 1680000 0

Raspisivanjem jednadZbe sustava dobiva se:

90720000 - u, + 15120000 - 8, + 20160000 - 85 + 0 -1, + 0- 8, = —2500
15120000 - u, + 10080000 - &, + 3360000 - &5 +0-u, +0- 8, = —208.33

20160000 - u, + 3360000 - §, + 840000 - &5 + —1260000 - u, + 84000 - 8, = —208.33 (5.32)
0-u, +0-8, + 1260000 - 85 + 1260000 - u, — 1260000 - &, = 208.33

0-u,+0-6,+ 840000 8; +—-1260000 - u, + 1680000 - 6, = —2500

Za rjeSavanje jednadZbi s viSe nepoznanica koristen je ..Online Solver [7]*

u, = —0.00110 m

8, = 0.00003 rad

8, = 0.00481 rad
u, = 0.02548 m

8, =0.01671 rad
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REAKCIJE U OSLONCIMA

Reakcije u osloncima (sile i momenti) odreduju se na temelju jednadzbe:

{R} = [K] X {u} - {f} (5.33)
Fpy [1008 0504 —1008 0504 0 0 0 0 ¢ w=0 0
[Mm] —0.504 0504 —0.504 0.168 0 0 0 0 || 8:=0 | 0
| Frz | |—1.008 -0.504 9.072 1512 -8.064 2.016 0 0 | | —0.00110| —2500
{Mm } _ 17| 0504 0168 01512 01008 -2016 033 0 0 { 0.00003 }_ -20833 (5.34)
Frs 0 0  -806 -02016 0819 —0189 —0126 0.126|| uz3=0 —2500
M3 0 0 2016 0336 —0.189 —0.189 —0.126 0.126|| 000481 | | 20833 |
Fra [ 0 0 0 0 —0126 —0126 —0.126 0.126J l 0.0254—8J 5000 J
Ma 0 0 0 0 0126 0084 —0126 01681\ 001671 0
Fr, = (—10080000 - u; — F;) + (5040000 - 8, — M;) + (—10080000 - u, — F,) 35
+ (0 uy,—F)+ (0-8,—M,)
Fr1 = (—10080000-0 — 0) + (5040000-0 — 0) + (—10080000 -
—0100110 — —2500) + (5040000 - 0.00003 + 208.33) + (0 - 0—25003) + (5.36)
(0-0.00481 — 208.33) + (0-0.02548 — 5000) + (0-0.01671 — 0)
Fgpq1 =11229.12 N
Mg, = (—5040000 - u, — F;) + (5040000 - 8; — M;) + (—5040000 - u, — F,)+
+(1680000 - &5 — My) + (0 g — Fs) + (0 85 — M) + (0 - 1y — Fy) (5.37)
+ (0 " 64 - M4)
Mgz, = (—5040000-0 — 0) + (5040000-0 — 0)
+ (—5040000- (—0100110) + 2500)
+ (1680000 - 0.00003 + 208.33)(0- 0 + 2500)
+ (0-0.00481 — 208.33) + (0 - 0.02548 — 5000) (5.38)
+ (0-0.01671—0)
Mg, = 5591.04 Nm
Rjesavanje problema poprecno opterecene grede primjenom metode kona¢nih elemenata 44



Sveucilisni odjel za strucne studije Konstrukcijsko strojarstvo

FR3 = (_O * u1 - F]_) + (0 * Gl - Ml) + (_80600000 " uz - Fz) +
(2016000 - 8, — M,) + (8190000 - uz — F5) + (1890000 - 8, — My) + (5.39)
(1260000 - u, — F,) + (1260000 - 8, — M,)

Frzs = (=0-0—0)+ (0-0 — 0) + (—80600000 - (—0100110) + 2500) +
(2016000 - 0.00003 + 208.33) + (8190000 - 0 — 2500) + (1890000 - 0.00481 —
208.33) + (1260000 - 0.02548 — 5000) + (1260000 -0.01671 — 00)
Fps= —11229.12 N

(5.40)
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5.2. PRIMJER 2

Na slici 5.6 prikazana je jednostavno poprecno opterecena greda s jednom koncentriranom
silom, zakretnim momentom, te kontinuiranim optereCenjem. Na temelju zadanih podataka
metodom konacnih elemenata treba odrediti sve pomake u ¢vorovima i reakcije u osloncima

(u=?,08 =7?,[R] =?). (Ruizs.-predstavlja reakcijske sile, R2a6.- predstavlja reakcijske

momente)!
A ld KN/m
Hih v »
A N
2m 1m 0.5m 2m
Slika 5.6 — Primjer br. 2 [6]

Zadano je:
F =5000 N
M = 5000 Nm
Q =10000 N/m
E =210 GPa
| =4*10°m?
FE=0 M =0
F, = —5000 N M, =0
F;=0 M; =0
F,=0 M, = —5000 Nm
Fs=0 Ms =0
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Na slici 5.7 prikazana je raspodjela grede na elemente, ¢vorove i pomake koji djeluju na ¢vor.

Greda se dijeli na ukupno 4 elementa i 5 ¢vorova.

¥ = =
2
|21 12 ] |3

Slika 5.7 — Greda s oznacenim elementima, ¢vorovima i pomacima
u =09 U, =7 Us =7 U, =0 us = 0

Gl=7 62=? G3=7 G4=7 ‘95=®

KONSTANTE KRUTOSTI ZA SVE ELEMENTE

Element 1
E;-1; 210000000000-6-107°
T = = 157500 (5.41)
L 23
1
Element 2
E,-I, 210000000000-6-107°
5 = = 1260000 (5.42)
L 13
2
Element 3
E;-I;  210000000000-6-107°
T = 3 = 10080000 (5.43)
L3 0-5
Element 4
E4l 210000000000-6-107°
22 = = 157500 (5.44)
L3 23
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Na osnovu rijeSenih konstanti krutosti racunaju se lokalne matrice krutosti. Definirana lokalna
matrica krutosti preuzeta je iz skripte [2]. MnoZenjem konstantne krutosti s lokanom matricom

krutosti dobiva se potpuni izgled matrice krutosti za jedan element.
LOKALNE MATRICE KRUTOSTI ELEMENTA
Element 1

12 6L -12 6L
Eyly | 6L 412 —6L 2I?

bal=="1212 61 12 el (5:45)
6L 2I? —6L 417
12 6:2 —-12 6-2
_ 6:2 4-22 —6-2 222
[k,] = 157500 “13 262 12 Lo (5.46)
6:2 2:22 —6-2 4-2?
1890000 1890000 —1890000 1890000
[k,] = | 1890000 2520000 —1890000 1260000 (5.47)
7 1-1890000 —1890000 1890000 —1890000 '
1890000 1260000 —1890000 2520000
Element 2
12 6L —12 6L
_ Eyl; | 6L 41> —6L 2I?
k2] = 3 [-12 -e6L 12 -—6L (5:48)
6L 21> —6L 4I2
12 6:1 -12 6-1
_ 6:1 4-12 —6-1 2-12
[k,] = 1260000 12 —6-1 12 —6-1 (5.49)
6:1 2-12 —6-1 4-12
15120000 7560000 —15120000 7560000
7560000 5040000 —7560000 2520000
[k2] = (5.50)

—15120000 -7560000 15120000 —7560000
7560000 2520000 —7560000 5040000
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Element 3
12 6L -12 6L
_ Exlz | 6L 41 —6L 2I?
sl = L3 |[-12 -6L 12 -—6L (5:51)
6L 21> —6L 42
12 6-0,5 -12 6-0,5
6-0,5 4-052 —6-0.5 2-0.52
k-] = 10080000 - ’ 5.52
Lics] —-12 —6-05 12 —6-0.5 (5.52)
6:-05 2-05%2 —6-0.5 4-0.52
120960000 30240000 —120960000 30240000
[k,] = 30240000 10080000 —30240000 5040000 (5.53)
3 —120960000 —30240000 120960000 —30240000 '
30240000 5040000 —30240000 10080000
Element 4
12 6L —-12 6L
. 2 _ 2
k] = Egly | 6L 4L 6L 2L (554)

13 |-12 —-6L 12 —6L
6L 2L* —6L 4l

12 6-2 —12 6-2

3 6:-2 4:-22 —6-2 222
k] = 157500 |22 % 2 =2 2 2.2 (5.55)

6-2 222 —6-2 4-22

1890000 1890000 —1890000 1890000
1890000 2520000 —1890000 1260000
—1890000 -—1890000 1890000 —1890000
1890000 1260000 —1890000 2520000

[ks] = (5.56)
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KONTINUIRANO OPTERECENJE NA ELEMENTIMA
Element 1 — Kontinuirano optereéenje g = 0

Na slici 5.8 prikazan je konacni element broj 1, te izracun ekvivalentnih optere¢enja u ¢voru 1
i 2.

Fig Foa

» A

Mg —— My,

S

Slika 5.8 — Primjer 2, element 1

Filg=0 (5.57)
Mg = 0 (5.58)
Fog= 0 (5.59)
My, = @ (5.60)

Element 2 — Kontinuirano opterec¢enje g = 10 kN/ m

Na slici 5.9 prikazan je konac¢ni element broj 2 te izratun ekvivalentnih opterec¢enja u ¢voru 2
i 3.

Faql I Fq
x + 4 3 2
Mya " Mzq

Slika 5.9 — Primjer 2, element 2

F+L 10000 * 1
Faap = —5—=——75——="5000N (5.61)
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_ FxL2 _ -10000%1%2

Mg = o = == —833.33 Nm (5.62)

F+L 10000 1
2 2

Faa(y) = = 5000 N (5.63)

F % L2 10000 * 12

- - = 5.64
Msa - B 833.33 Nm (5.64)

Element 3 — Kontinuirano optereéenje g = 0

Na slici 5.10 prikazan je kona¢ni element broj 3, te izracun ekvivalentnih optere¢enja u ¢voru
3i4.

M3, Mg

Slika 5.10 — Primjer 2, element 3

F30=0 (5.65)
Msy = @ (5.66)
Fig= 0 (5.67)
M, = ¢ (5.68)

Element 4 — Kontinuirano optereéenje g = 0

Na slici 5.11 prikazan je konacni element broj 4, te izracun ekvivalentnih optere¢enja u ¢voru
4i5.
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F4d FSd

M4d MSd

Pl

Slika 5.11 — Primjer 2, element 4

Fou= 0 (5.69)
My,= 0 (5.70)
Fsg= 0 (5.71)
Msg = @ (5.72)

GLOBALNA MATRICA KRUTOSTI

Globalna matrica dobiva se formatiranjem (spajanjem) lokalnih matrica krutosti u formatu
globalne matrice ( jednadzba 5.68).

[K] = [kq] + [k2] + [k3] + [k4] (5.73)
[K]
0189  0.189 —0.189 0.189 0 0 0 0 0 0
0189 0252 —0.189 0.126 0 0 0 0 0 0
—0.189 —0.189 0.189+ 1512 —0.189 + 0.756 -1512 0.756 0 0 0 0
0189 0126 —0.189+0.756 0.252+ 0.504 ~0.756 0.225 0 0 0 0
17| O 0 ~1512 —0.756 115122+ 12.09 —0756+3.024  —12.096 3.024 0 0
0 0 0.756 0225 —0.756 +3.024 0504 + 1.008 ~3.024 0.504 0 0
0 0 0 0 ~1.2096 ~3.024 12.09+0.189 —3.024 +0.189 —0.189 —0.189 (5.74)
0 0 0 0 3.024 0.504 —3024+0.189 1.008+0252 —0.189 0.126
0 0 0 0 0 0 ~0.189 —0.189 0189 —0.189
0 0 0 0 0 0 0.189 0.126 —0189  0.252
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r0.189  0.189
0.189  0.252

;0 0
k1=10"|
0 0
0 0
0 0
0 0
MATRICA SILA

—0.189
—0.189
-0.189 -0.189 1.701
0.189 0126  0.567
—1.512
0.756
0

0
0
0

3.024

0.189 0
0.126 0
0.567 —1.512
0.756  —0.756
—0.756  13.608
0.225 2.268

0 —1.2096

0

0 0

0 0

—2.227

—3.024

0

0

0

0
—12.096 3.024
—-3.024 0.504

12.285 —2.835
—2.835 1.26

—-0.189 -0.189
0.189 0.126

—0.189
-0.189

-0.189

[= NN NN N

—0.189
0.126
—-0.189

0.252 |

(5.75)

Matrica sila kreira se zbrajanjem vektora sila s ekvivalentnim opterecenjima.

F=NFEI=1),

OSNOVNA MATRICNA JEDNADZBA

Fiq

Faq, + Faq,
Myq, + My,
F3q, + F3q,
Mzq, + M3q,

Myq
Fsq

W} =K1 {F}

0
0
—5000 — 5000
0—833.33
—-5000+0
0 +833.33
0

0
0
0

—-10000
-833.33
—5000

833.33 (5.76)

-5000

(5.77)

Obzirom da je globalna matrica krutosti simetri¢na matrica vrijedi da je [K]™! = [K].

u =0 0.189  0.189
8, 0.189  0.252
Uy —0.189 —0.189
8, 0.189  0.126
ug | _ A 0 0
0 =[10 0 0

u, =0 0 0
9, 0 0

us =0 0 0

8;=0 0 0

—0.189 0.189
—0.189 0.126

1.701 0.567 —1.512
0.567 0.756  —0.756
—1.512 -0.756 13.608
0.756  0.225 2.268
—1.2096 -3.024
3.024

0 0

0 0
0 0
0 0

0

0

0

0

—12.096
—3.024
12.285
—2.835
—0.189
0.189

c oo

0

0
0
0
0
3.024 0

0.504 0 0
—2.835 -0.189 -0.189
1.26 —-0.189 0.126
—-0.189 0.189 —0.189
0.126 —0.189 0.252

coocoo

833.33 (5_78)

Eliminacijom redaka i stupaca za koje je pomak jednak nuli dobije se reducirana jednadzba

sustava.
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REDUCIRANA JEDNADZBA SUSTAVA

(91\ [ 2520000 —1890000 1260000 0 0 0 1( 0
Uz —1890000 17010000 5670000 —15120000 7560000 0 —10000
4 & L _| 1260000 5670000 7560000 —7560000 2520000 0 . J —833.33 L (5 79)
Us 0 —15120000 -7560000 136080000 22680000 30240000 —5000 )
LG:}, [ 0 7560000 2520000 22680000 15120000 5040000 l 833.33
5 0 0 0 30240000 5040000 1260000 —-5000

2520000 - 6, — 1890000 - u, + 1260000 €, +0-us +0- 65+ 0- 85 = 0
—1890000 - 8, + 17010000 - u, + 5670000 - &, — 15120000 - u; + 7560000 65 + 0 - 5 = —10000

1260000 - €, + 5670000 - u, + 7560000 - &, — 7560000 - uz + 2520000 93 + 0- 8; = —833.33

08, — 15120000 - u, — 7560000 - &, + 136080000 - u; + 22680000 - 8 + 30240000 - §; = —5000 (5.80)
08, + 7560000 - u, + 2520000 - &, — 22680000 - u; + 15120000 - §; + 5040000 - §; = 833.33
0-81+0-u, +0- 8, — 30240000 - u; + 5040000 - &5 + 1260000 - 8; = —5000
Za rjeSavanje jednadzbi s viSe nepoznanica koristen je ,,Online Solver [7]*
8, = —0.00330 rad
u, = 0.00373m
8, =0.00102 rad
u; = 0.00118 m
85 =0.00312 rad
9, =0.00118 rad
REAKCIJE U OSLONCIMA
Reakcije u osloncima (sile i momenti) odreduju se na temelju jednadzbe:
{R} =[K] - {u} = {f} (5.81)
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Ifl’“ 0189 0189 —0.189 0.189 0 0 0 0 0 0 1 Y[ 0 )
R1 0189 0252 —0.89 0.126 0 0 0 0 0 o | |- 000330 [ o |
| Fra | —0189 —0.189 1701 0567 —1512 0756 0 0 0 0 | | 000373 | [ ~10000 |
Mg 0189 0126 0567 0756 —0.756 0.225 0 0 0 0 0.00102 -83333
Frs| _ 0| 0 0 —1512 —-0756 13.608 -2227 —-12.096 3.024 0 o | ] oooi1s ~5000
Mps 0 0 0756 0225 2268 1512 -3024 0504 0 0 | 0.00312 833.33 (582)
Fra 0 0 0 0 -12096 -3024 12285 -2.835 —0189 —0189| | 0 | o |
Mpa | o 0 0 0 3024 0504 -2835 126 —0189 0.126 | |000118 | | —5000 |
Fre [ 0 0 0 0 0 0  -0189 -0.189 0.189 —0.189][ J l 0 J
Mo 0 0 0 0 0 0 0189 0126 -0.189 0252 0

Fgy = (1890000 - u; — F;) + (—180000 - 8, — M;) + (—1890000 - u, — F,)
+O0-us—F)+ (0-8,—M)+(O0-us—F5)+ (0- 85— M;s)

Fgry = (1890000 - 0 — 0) + (—180000 - 0 — (—0.0033))
+ (—1890000 - 0.00373 — (—10000))
+ (1890000 - 0.00102 — (—833.33)) + (0-0.00118 — (—5000))

+ (0-0.00312 +833.33) + (0- 0+ 0) + (0-0.00118 — (—=5000)  (5.84)
+(0-0-0)+ (0-0—0)

Fpy =2740N

Fra=0-u; —F)+ 06, —M)+O0-u,—F)+ (08, — M)
+(=12096000 - us — F3) + (—30240000 - &5 — M5)

(5.85)
+ (1222850000 - u, — F,) + (—28350000- 8, — M,)
+ (—1890000 - 8, — F5) + (—1890000 - 85 — M:)
Fra=(0-0—10)+ (00— (—0.0033)) + (0 - 0.00373 — (—=10000))
+(0-0.00102 — (—833.33)) + (—12096000 - 0.00118 — (—5000))
+ (—30240000 - 0.00312 + 833.33) + (1222850000 - 0 — 0) (5.56)

+ (—28350000-0.00118 — (—5000)) + (—1890000 -0 — 0)
+ (—1890000 - 0 — 0)
Fpq = 14931 N

Frs=(0-u; —F)+ 08, —M)+ 0 u,—F,)+ (08, —M;)+ (0-u3z — F3)
+ (005 — My) + (—1890000 - u, — F,) + (~1890000- &, — M,)  (5.87)
+ (1890000 8, — Fs) + (—1890000 - §5 — M;)
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Frs = (0-0—0)+ (0-0 — (—0.0033)) + (0-0.00373 — (—10000))
+(0-0.00102 — (—833.33)) + (0 -- 0.00118 — (—5000))
+ (0-0.00312 + 833.33) + (—1890000 - 0 — 0) (5.88)
+ (—1890000 - 0.00118 — (—5000)) + (1890000 - 0 — 0)
+ (—1890000 - 0 — 0)
Fps = —2230.2N

Mps=(0-u; —F))+0-8; —M)+ 0 -u,—F,)+ (08, —M;)+ (0-uz — F3)
+ (0 05 — My) + (1890000 - u, — Fy) + (1260000 - 6, — M) (5.89)
+ (1890000 - 8, — F5) + (2520000 - &5 — My)

Mgs = (0-uy — Fy) + (00 — (—0.0033)) + (0 - 0.00373 — (—10000))
+(0-0.00102 — (—833.33)) + (0 - 0.00118 — (—5000))
+ (0-0.00312 + 833.33) + (1890000 - 0 — 0)
+ (1260000 - 0.00118 — (—5000)) + (—1890000 - 0 — 0)
+ (2520000 0 — 0) (5.90)

Mgs = 1486.8 Nm
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5.3. RjeSenje primjera 1 primjenom Python programa

U poglavlju 5.3 1 5.4 prikazana je opcija unosa podataka u programski kod. Unos podataka se
vrsi pritiskom broja 1. Nakon unosa program zapoc€inje s radom, te se otvara moguc¢nost unosa
podataka. Na slici 5.12 prikazan je unos podataka za element (pocetni 1 krajnji ¢vor elementa,

duzina elementa, aksijalni moment inercije i Young-ov modul elastic¢nosti).

Unos podataka(l) i1li default podatci(2): 1
Ukupan broj elemenata je: 3

Element 1 poc¢inje na c&voru : 1

Element 1 zavrSava na cCvoru : 2

Duzina elementa 1 u [m] je: 1

Aksijalni moment inercije [m4] je: 0.000004
Young-ov modul [N/m2] je: 210000000000
Element 2 poc¢inje na c&voru : 2

Element 2 zavrsSava na c¢voru : 3

Duzina elementa 2 u [m] je: 0.5

Aksijalni moment inercije [m4] je: 0.000004
Young-ov modul [N/m2] je: 210000000000
Element 3 poc¢inje na c&voru : 3

Element 3 zavrsSava na Cvoru : 4

Duzina elementa 3 u [m] je: 2

Aksijalni moment inercije [m4] je: 0.000004

Slika 5.12 — Ulazni podatci za element (primjer 1)

Na slici 5.13 prikazan je unos kontinuiranog optere¢enja. U slucaju da postoji kontinuirano

opterec¢enje moguc je unos vrijednosti sile.

Da 1i je na elementu 1 kontinuirano optereéenje (da/ne): ne
Da 11 je na elementu 2 kontinuirano opterec¢enje (da/ne): da
Kolika je sila opterec¢enja [N] na elementu 2: -10000

Da 11 je na elementu 3 kontinuirano opterec¢enje (da/ne): ne

Slika 5.13 — Unos kontinuiranog opterecenja (primjer 1)
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Na slici 5.14 prikazan je unos vrijednosti sila i momenta koji su aktivni na ¢vorovima.

Kolika je sila F1 [N] na ¢voru 1: O
Koliki je moment M1 [Nm] na ¢&voru 1: O
Kolika je sila F2 [N] na ¢voru 2: 0
Koliki je moment M2 [Nm] na &voru 2: 0O
Kolika je sila F3 [N] na ¢voru 3: O
Koliki je moment M3 [Nm] na &voru 3: O
Kolika je sila F4 [Nm] na c¢voru 4: 5000

Koliki je moment M4 [Nm] na &voru 3: 0d

Slika 5.14 — Unos vrijednosti sila i momenata u ¢vorovima (primjer 1)

Na slici 5.15 prikazan je unos stanja pomaka u ¢vorovima. U slu¢aju unosa 1 zakret/pomak je

slobodan, a u slucaju unosa 0 zakret/pomak je onemogucen.

0 predstavlja onemogucen zakret/pomak
1 predstavlja slobodan zakret/pomak

Progib ul u ¢&voru 1 je {O ili 1}: O
Zakret vl u &voru 1 je {O ili 1}: O
Progib u2 u ¢&voru 2 je {O ili 1}: 1
Zakret v2 u &voru 2 je {O ili 1}: 1
Progib u3 u ¢&voru 3 je {O ili 1}: O
Zakret v3 u &voru 3 je {O ili 1}: 1
Progib u4 u ¢&voru 4 je {O ili 1}: 1

Zakret v4 u &voru 4 je {O ili 1}: 1

Slika 5.15 — Unos stanja pomaka u ¢vorovima (primjer 1)

Na slici 5.16 prikazan je ispis globalne matrice sila, te reducirane matrice krutosti i reducirane

matrice sila koji su potrebni za izracun trazenih vrijednosti.
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Globalna matrica krutosti=

[[ 10080000, 5040000, -10080000,5040000, 0o, 0, 0, 0 ]
[ 5040000 3360000 -5040000 1680000 O, 0, 0, 0]
[-10080000 -5040000 90720000 15120000 -80640000,20160000, 0,0]
[5040000, 1680000, 15120000, 10080000, -20160000, 3360000, 0O, O]
[0, 0, -80640000, -20160000, 81900000,-18900000,-1260000,1260000]
[ ]
[ ]
[ ]

0,0,20160000,3360000, -18900000, 8400000,-1260000, 840000
0, 0, 0, 0, -1260000, -1260000, 1260000, -1260000
0, 0, 0, 0, 1260000, 840000, -1260000, 16800001

Reducirana matrica krutosti=

[[90720000 15120000 20160000 0 0]
[15120000 10080000 3360000 0 0]
[20160000 3360000 8400000 -1260000 840000]
[ 0 0 -1260000 1260000 -1260000]1
[ 0 0 840000 -1260000 1680000711

Reducirana matrica sila=
[-2500 -208 208 5000 0]

Slika 5.16 — Medurezultati obrade podataka (primjer 1)

Na slici 5.17 prikazan je kraj programa. Na zaslonu se ispisuju ukupni rezultati pomaka, te

rezultati reakcija u osloncima.

Pomaci na c¢vorovima=
ul= 0.000000 m

u2= 0.000000 rad
u3= -0.001100 m

ud4= 0.000028 rad
ub= 0.000000 m

ue= 0.004805 rad
u7= 0.025483 m

u8= 0.016710 rad

1,3,5,7... predstavlja reakcijske Sile
F2,4,6,8... predstavlja reakcijske Momente

Oznake sila

['Fl', 'F2', VF5V]
Reakcije u osloncima=
Fl= 11226.814815 N
F2= 5590.222222 Nm
F3= 0.000000 N

F4= 0.333333 Nm
F5= -11226.814815 N
F6= -0.333333 Nm
F7= 0.000000 N

F8= 0.000000 Nm

Slika 5.17 — Rezultati dobiveni uporabom programa (primjer 1)
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5.4 RjeSenje primjera 2 primjenom Python programa

Na slici 5.18 prikazan je unos podataka za element (pocetni i krajnji ¢vor elementa, duzina

elementa, aksijalni moment inercije i Young-ov modul elasti¢nosti).

Unos podataka(l) 1ili default podatci(2): 1
Ukupan broj elemenata je: 4

Element 1 poc¢inje na ¢&voru : 1

Element 1 zavrsava na c&voru : 2

Duzina elementa 1 u [m] je: 2

Aksijalni moment inercije [m4] je: 0.000004
Young-ov modul [N/m2] je: 210000000000
Element 2 poc¢inje na d&voru : 2

Element 2 zavrsava na c¢voru : 3

Duzina elementa 2 u [m] je: 1

Aksijalni moment inercije [m4] je: 0.000004
Young-ov modul [N/m2] je: 210000000000
Element 3 poc¢inje na ¢&voru : 3

Element 3 zavrsava na c¢voru : 4

Duzina elementa 3 u [m] je: 0.5

Aksijalni moment inercije [m4] Jje: 0.000004
Young-ov modul [N/m2] je: 210000000000
Element 4 poc¢inje na rubnoj tocki : 4
Element 4 zavrSava na rubnoj tocki : 5
Duzina elementa 4 u [m] je: 2

Aksijalni moment inercije [m4] je: 0.000004

Young-ov modul [N/m2] je: 210000000000

Slika 5.18 — Ulazni podatci o elementu (primjer 2)

Na slici 5.19 prikazan je unos kontinuiranog optereé¢enja. U slucaju da postoji kontinuirano

opterec¢enje moguc je unos vrijednosti sile.
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Da 1i je na elementu 1 kontinuirano opterec¢enje (da/ne): ne
Da 1i je na elementu 2 kontinuirano optereéenje (da/ne): da
kolika je sila optereé¢enja [N] na elementu 2: -10000

Da 1i je na elementu 3 kontinuirano opterec¢enje (da/ne): ne

Da 1i je na elementu 4 kontinuirano optereéenje (da/ne): ne

Slika 5.19 — Unos kontinuiranog opterecenja (primjer 2)

Na slici 5.20 prikazan je unos vrijednosti sila i momenta koji su aktivni na ¢vorovima.

Kolika je sila F1 [N] ¢&voru 1: O

Koliki je moment M1 [Nm] c&voru 1: O

Kolika je sila F2 [N] na ¢&voru 2: -5000
Koliki je moment M2 [Nm] na c¢voru 2: 0
Kolika je sila F3 [N] na ¢&voru 3: 0

Koliki je moment M3 [Nm] na c¢voru 3: 0
Kolika je sila F4 [N] na c¢voru 4: 0

Koliki je moment M4 [Nm] na ¢voru 4: -5000
Kolika je sila F5 [N] na ¢voru 4: 0

Koliki je moment M5 [Nm] na ¢&voru 4: -5000

Slika 5.20 — Unos vrijednosti sila i momenata u ¢vorovima (primjer 2)

Na slici 5.21 prikazan je unos stanja pomaka u ¢vorovima. U slu¢aju unosa 1 zakret/pomak je

slobodan, a u slu¢aju unosa 0 zakret/pomak je onemogucen.
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0 predstavlja onemogucen zakret/pomak
1 predstavlja slobodan zakret/pomak

Progib
Zakret
Progib
Zakret
Progib
Zakret
Progib
Zakret
Progib

Zakret

ul u ¢voru 1 je {O ili 1}

vl u ¢&voru 1 je {O 1ili 1}:

uz2 u ¢évoru 2 je {0 ili 1}:

v2 u &¢voru 2 je {O ili 1}:

u3 u ¢évoru 3 je {O ili 1}:

v3 u ¢voru 3 je {O ili 1}:

u4 u ¢évoru 4 je {O ili 1}:

v4d u &voru 4 je {O ili 1}:

ub5 u ¢voru 5 je {O ili 1}:

vb u &voru 5 je {O ili 1}:

: 0

1

0

Slika 5.21 — Unos stanja pomaka u ¢vorovima (primjer 2)

Na slici 5.22 prikazan je ispis globalne matrice krutosti.

Globalna matrica krutosti=

[[ 1260000 1260000 -1260000
0 0 0]

[ 1260000 1680000 -1260000
0 0 0]

[ -1260000 -1260000 11340000
0 0 0]

[ 1260000 840000 3780000
0 0 0]

[ 0 0 -10080000
20160000 0 0]

[ 0 0 5040000
3360000 0 0]

[ 0 0 0
-18900000 -1260000 12600007

[ 0 0 0
8400000 -1260000 840000]

[ 0 0 0
-1260000 1260000 -1260000]

[ 0 0 0
840000 -1260000 16800007 ]

1260000

840000

3780000

5040000

-5040000

1680000

0

0

0

-10080000

-5040000

90720000

15120000

-80640000

20160000

0

0

5040000

1680000

15120000

10080000

-20160000

3360000

0

0

-80640000

-20160000

81900000

-18900000

-1260000

1260000

Slika 5.22 — Medurezultati obrade podataka — globalna matrica krutosti

(primjer 2)
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Na slici 5.23 prikazan je ispis reduciranih matrica krutosti.

Reducirana matrica krutosti =

[[ 1680000 -1260000 840000 0 0
[ -1260000 11340000 3780000 -10080000 5040000
[ 840000 3780000 5040000 -5040000 1680000
[ 0 -10080000 -=5040000 90720000 15120000 20160000
[
[

[eoNeNe]

0 5040000 1680000 15120000 10080000 3360000
0 0 0 20160000 3360000 8400000

Reducirana matrica sila = [ 0, -10000, -833, -5000, -5000 ]

Slika 5.23 — Medurezultati obrade podataka — reducirane matrice

(primjer 2)

Na slici 5.24 prikazan je kraj programa. Na zaslonu se ispisuju ukupni rezultati pomaka, te

rezultati reakcija u osloncima

Pomaci na c¢vorovima=
ul= 0.000000 m

u2= -0.003305 rad
u3= -0.003726 m

ud= 0.001020 rad
ub= -0.001175 m

u6= 0.003119 rad

u7= 0.000000 m
u8= 0.001176 rad
u9%= 0.000000 m

ul0= 0.000000 rad

1 7 predstavlja reakcijske Sile
F2,4,6,8... predstavlja reakcijske Momente

Oznake sila

['F1', 'F7', 'F9', 'F10']
Reakcije u osloncima=
Fl= 2724.530612 N

F2= 0.000000 Nm

F3= 0.000000 N

F4= 0.333333 Nm

F5= -0.000000 N

F6= -0.333333 Nm

F7= 14498.576531 N
F8= -0.000000 Nm

F9= -2223.107143 N
F10 = 1482.071429 Nm

Slika 5.24 — Rezultati programa (primjer 2)

Uporabom racunala, te implementacijom MKE u programskom jeziku ,,Python* znatno je
olaksano rjesavanje problema grede. Jednostavnost, urednost, te viSestruka usteda na vremenu

su neki od prednosti primjene MKE u implementaciji racunala. U oko 320 redova programskog
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koda omoguceno je rjesavanje jednostavnijih problema u djeli¢u sekunde za koji bi analiti¢kim

postupkom bilo potrebno vise sati.
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6. Usporedba analitickog racuna i programskog rac¢una

U ovom poglavlju je prikazana usporedba rezultata rjeSavanja problema grede na analiticki
nacin i uz primjenu programskog koda. Rjesavanjem zadanih primjera medurezultati su ispali
jednaki sve do dijela u kojem se izracunavaju pomaci. Razlog tome je jer su svi medurezultati
zaokruzeni na cjelobrojnu vrijednost. Do manjeg odstupanja dolazi kod odredivanja reakcija i

pomaka u ¢vorovima.

6.1. Usporedba prvog primjera

Tablica 6.1 — Usporedba rezultata pomaka primjera 1

Programski Razlika u
proracun postotcima [%6]

Analiti¢ki proracun

€, (rad) 0 0 0
u, (m) -0.0011 -0.0110 0
&, (rad) 0.00003 0.000028 6.7
us (M) 0 0 0
&3 (rad) 0.00481 0.004805 0.1
uy (M) 0.0255 0.0255 0.1
0, (rad) 0.01671 0.016710 0
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Tablica 6.2 — Usporedba reakcija u osloncima primjera 1

Analiticki proracun Progra[nski Razl.i Kau
proracun postotcima [%6]
F; (N) 11229.1 11226.8 0.2
M4 (Nm) 5591.0 5590.2 0.14
F3 (N) -11229.1 -11226.8 0.2

Usporedbom rezultata za primjer 1 u tablici 6.1 vidljivo je da su dobiveni rezultati pomaka i
nagiba priblizno isti. Odstupanja se javljaju nakon trece decimale, dok su neki rezultati potpuno
jednaki. U tablici 6.2 prikazani su rezultati reakcija u osloncima. Rezultati reakcija u osloncima
se takoder previse ne razlikuju. Oba primjera su relativno jednostavna $to je omoguéilo i
analiti¢ki prorac¢un metodom konac¢nih elemenata. Prava vrijednost proracuna pomocu racunala
se vidi kada su u pitanju problemi s velikim brojem elemenata. To¢nost rezultata je veca kod

racunalnog proracuna radi koriStenja veceg broja decimalnih mjesta pri proracunu.
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6.2. Usporedba drugog primjera

Tablica 6.3 — Usporedba rezultata pomaka primjera 2

Analiticki proracun  Programski proracun posl:tz(?tzcliirzz lf% 1

9, (rad) -0.00330 -0.0033 0.3

u, (m) -0.0037 -0.0037 0.1
9, (rad) 0.0010 0.0010 0

uz (m) 0.0012 -0.0012 0.42
83 (rad) 0.0031 0.0031 0.03

uy (M) 0 0 0

94 (rad) 0.0012 0.0012 0.33

us (m) 0 0 0

85 (rad) 0 0 0

Tablica 6.4 — Usporedba rezultata reakcija u osloncima primjera 2

Analiti¢ki prora¢un  Programski proracun pos?ce)itzclii;?i lE% ]
F{(N) 2740 27245 0.56
F4 (N) 14931 14498.5 3
Fs5 (N) -2250.2 -2223.1 i
M5 (Nm) 1486.8 1482.1 0.3

Usporedbom rezultata za primjer 2 vidljivo je da se rezultati ne podudaraju dobro kao i u

primjeru 1. Razlog ovoga je nesto slozenija greda nego u primjeru 1. Analiticki proracun postaje
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kompliciraniji, greske se umnazaju, pa je i razlika u rezultatima veca. lako su rezultati pomaka
(tablica 6.3) i dalje dosta sli¢ni, osjetnije odstupanje se pojavljuje kod rezultata reakcija u

osloncima (tablica 6.4).
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7. Zakljucak

U ovom radu je prikazan postupak rjeSavanja problema poprecno optere¢ene grede metodom
konac¢nih elemenata, te izrada programskog koda (programski jezik ,,Python*) koristeéi ranije
izradene dijagrame toka. U uvodnom dijelu prikazan je teorijski opis rjesavanja problema grede
MKE na temelju kojeg su izradeni dijagrami toka rastavljeni na logicke cjeline. Dijagrami toka
prikazuju algoritam nacina rjeSavanja problema popre¢no opterec¢ene grede primjenom MKE.
Koristenjem dijagrama toka izraden je program. RjeSavanje problema primjenom MKE
analiticki ograni¢eni smo na jednostavne probleme. RjeSavanje analitickog problema grede za
zadana dva primjera iz zavr$nog rada utroSeno je otprilike 0ko 5 sati raCunanja na papiru.
Uzevsi u obzir da su oba primjera jednostavnog tipa dolazi se do zakljucka da nije najidealnije
rjeSavati komplicirane primjere problema grede metodom konacnih elemenata.
Implementacijom MKE u programski jezik omogucuje se brze i jednostavnije rjeSavanje
problema. Programski kod je napisan u svega 320 redova odredenih naredbi i funkcija. Izradom
programskog koda visestruko je olakSana obrada podataka, te gledajuc¢i dugorocno nemjerljivo
uStedeno na vremenu. Implementiranjem modula ,,time* u programskom kodu, te koriStenjem
njegovih funkcija moguce je provjeriti potrebno vrijeme za izvrSavanja proracuna metodom
kona¢nih elemenata. Vrijeme potrebno za prora¢un pomocéu racunala je iznosilo svega
0.010991 sekundi. Razlika izmedu prorauna na racunalu i analiti¢kog nacina je ogromna. Za
rjeSavanje jednostavnog analitickog primjera potrebno preko 2 sata rada, dok uporabom
racunala to vrijeme spada na nekoliko milisekundi. U poglavlju 6 prikazana je usporedba
analitickog i programskog rjeSavanja zadataka. Rezultati pomaka se u primjeru 1 iznose od 0.1
% do ¢ak 6.5 %, dok u rezultati pomaka u primjeru 2 iznose oko 0.003 do 0.4 %. Rezultati
reakcija u osloncima se razlikuju u razlikama od 0,3 — 3% S§to su zadovoljavajuci rezultati.
Medutim, u slucaju kompleksnijih problema ove razlike se povecavaju i mogu biti znacajne.
Razlog odstupanja jest racunanje pomocu kalkulatora kod analitiCkog postupka gdje se koristi
znatno manji broj decimalnih mjesta nego kod proracuna racunalom. Primjena racunala
omogucila je brzu i preciznu obradu velike koli¢ine podataka i dobivanje znatno preciznijih
rezultata prorauna. KoriSteni programski kod je izraden koriStenjem naredbi programskog
jezika ,,Python®“. Dodavanjem novih funkcionalnosti koriSteni program se moze znatno
nadograditi. Nadogradnje koje bi znatno olaksale koristenje programom su: unos ulaznih

podataka preko tablica (npr. Excel tablice), graficki prikaz grede i pomaka u ¢vorovima.
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Program bi se mogao nadograditi moguéno$éu rjesavanja problema grede koje ukljucuju
aksijalne sile, Gerbere, grede s 3D probleme grede i sli¢no.

Rjesavanje problema poprecno opterecene grede primjenom metode kona¢nih elemenata 70



Sveucilisni odjel za strucne studije Konstrukcijsko strojarstvo

Literatura

1. MISHUMI MESH LAB, https://blog.misumiusa.com/computer-aided-design-pt-4-the-
world-of-fea/ (10.09.2020)

2. David Hutton's Fundamental of Finite Element Analysis (01.09..2020)
3. Wikipedia, https://hr.wikipedia.org/wiki/Savijanje (10.09.2020)

4. Wikiversity,https://en.wikiversity.org/wiki/File:Global _Stiffness_Matrix_
Assembly.jpg (10.09.2020)

5. Beams - FE Formulation (+ Mathcad),
https://www.youtube.com/watch?v=J55VeMfLeWc (10.09.2020)

6. Beam calculator, https://structural-analyser.com/#tab_load_uniform (18.09.2020)

7. Handy math solver, https://handymath.com/cgi-bin/matrix6c.cgi (18.09.2020)

Rjesavanje problema poprecno opterecene grede primjenom metode kona¢nih elemenata 71



