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SAZETAK

Fuzija senzora i Kalman filtar

Kroz ovaj rad objasnjeno je na koji nac¢in moderan elektronicki sustav koristec¢i proces zvan
Kalman filtar obraduje podatke iz viSe razli¢itih osjetnika u svrhu poboljsanja kvalitete
informacija o prostoru u kojem se nalazi. Dan je uvod u procesni model Kalman filtra, detaljno
pojas$njen nacin na koji predvida buduce stanje sustava te je kroz dvodimenzionalni primjer
Kalman filtra prikazano kako dva potpuno razli¢ita osjetnika mogu raditi zajedno u cilju

unaprijedenja preciznosti, robusnosti i kvalitete dobivenih vrijednosti.

Kljucne rijeci: Kalman filtar, fuzija senzora, arduino

SUMMARY

Sensor fusion and Kalman filter

Throughout this thesis it is explained how a modern electronics system uses Kalman filtering to
process the data from multi-sensor systems in a bid to improve the quality of information about
its surroundings. The details of Kalman filtering process are demonstrated on predictive state
model. Comprehensive two-dimensional example demonstrates in which way two
heterogeneous sensors can be paired to work together and deliver data which is more precise,
robust and of higher quality.

Keywords: Kalman filter, sensor fusion, arduino



1. UvOD

Sav Zivot na planetu oslanja se na mogucénost obrade podataka iz viSe osjetnih izvora. Spoj
razli¢itih osjetila i ispravna interpretacija osjetnih podataka usko je vezana uz proces prirodne
selekcije. Kombiniranjem osjetila sluha i njuha (npr. Suskanje trave i nepoznat miris u zraku)

mogu upozoriti na opasnost s vecom precizno$¢éu nego pojedini osjet zasebno.

Informacije koje osjetila primaju prenose se do jedinice za obradu podataka, kao Sto je
primjerice ljudski mozak, gdje se obraduju. Obradeni podaci nam mogu posluziti u svrhu
predvidanja buduée situacije, ponekad i sa veCom preciznoscu nego “sirovi” podaci koje

prihvacamo u tocno odredenom trenutku.

Slicno bioloskim sustavima, elektronicki sustavi koriste osjetnike ili senzore kako bi primili
informacije iz okoline. U mnogim sustavima, senzori su prva instanca na osnovu ¢ijih se o¢itanja
donose odluke koje djeluju na cijeli sustav. To je jedan od razloga zbog kojeg je od pretece

vaznosti da informacije koje senzori prikupljaju i prosljeduju budu §to tocnije.

Kombinacijom vise senzora istog tipa obi¢no Se dolazi do preciznijih mjerenja. Medutim,

senzori istog tipa gotovo uvijek imaju ista ili sli¢na ogranic¢enja.

Kao primjer moze se navesti GPS senzor koji prima podatke frekvencijom od 1Hz, s to¢noscu
0d +4m. U slu¢aju da imamo dva senzora takvog tipa, podaci koje nam takvi senzori dostavljaju
dostatni su za primjerice procjenu pozicije broda na otvorenom moru. Zbog velikog otklona
(£4m) te spore frekvencije osvjezavanja (1Hz) takvi senzori, ma koliki njihov ukupan broj u
sustavu bio, nisu dovoljni za voznju autonomnim vozilom kroz gusti promet. Ako bi se GPS
Sustavu senzora pridruzili senzori za akceleraciju i orijentaciju, takav sustav bio bi tocniji,

robusniji i daleko manje podloZan greskama.

Podaci dobiveni iz viSe razli¢itih tipova senzora mogu se “spojiti” procesom zvanim fuzija
senzora (eng. Sensor fusion). Najcesce koriSten proces implementacije fuzije senzora izveden

je koriste¢i visedimenzionalni Kalman filtar.



Kako je spajanje podataka iz razliCitih senzora opsegom zahtjevniji proces, zbog
viSedimenzionalnosti rezultata i kombinacije istih, ovaj rad obuhvatiti ¢e teorijski dio i samu

izvedbu jednostavnog Kalman filtera na jednodimenzionalnom skupu podataka.

Podaci dobiveni sa senzora za akceleraciju i otklon na jednoj osi biti ¢e prihvaceni i obradeni,
te ¢e se dobiveni rezultati obrade predstaviti zajedno sa izmjerenim rezultatima kako bi ih mogli
usporediti. Rezultati dobiveni koriste¢i Kalman filtar biti ¢e bliZe stvarnoj vrijednosti i s manjim

odstupanjima od stvarne vrijednosti nego direktno dobiveni podaci sa senzora.

Skup obradenih podataka dobivenih Kalman filtrom ostvariti ¢e manje kaoti¢no ponaSanje

sustava te minimalizirati utjecaj Suma na sustav.



2. FUZIJA SENZORA

2.1. Osnovni procesi spajanja podataka

Senzori su uredaji koji su izravno u interakciji s okolinom i koji su izvor svih ulaznih podataka

u sustavu za visesenzorsku fuziju podataka. Fizicki element koji stupa u interakciju s okolinom

poznat je kao senzorski element i moze biti bilo koji uredaj koji moze opaziti fizicko svojstvo

ili svojstvo okolisa, poput topline, svjetla, zvuka, tlaka, magnetizma ili gibanja. Da bi bio

koristan, senzor mora preslikati vrijednost svojstva ili atributa u kvantitativno mjerenje na

dosljedan i predvidljiv na¢in. Senzori ne moraju mjeriti samo fizicko svojstvo, ve¢ moraju

obavljati i dodatne funkcije. Ove se funkcije mogu opisati u smislu kompenzacije, obrade

informacija, komunikacije i integracije:

Naknada (eng. Compensation) se odnosi na sposobnost senzora da detektira i reagira na
promjene u okolini kroz samo-dijagnostic¢ke testove, samo-Kalibraciju i prilagodbu.
Obrada informacija (eng. Information processing) se odnosi na procese kao $to su
kondicioniranje signala, smanjenje podataka, otkrivanje dogadaja i donoSenje odluka,
koji poboljSavaju informacijski sadrzaj sirovih mjerenja senzora.

Komunikacija se odnosi na upotrebu standardiziranog sucelja i standardiziranog
komunikacijskog protokola za prijenos informacija izmedu senzora i vanjskog svijeta.
Integracija se odnosi na spajanje procesa “osjeta” i racunanja na istom silicijskom ¢ipu.
Cesto se provodi tehnologijom mikroelektromehanickih sustava (MEMS). Prakti¢na

implementacija takvog senzora poznata je kao pametan ili inteligentan senzor

Spajanje podataka (eng. Data fusion) ili kombiniranje podataka iz razli¢itih izvora pomaze u

kreiranju modela, te procjeni i predvidanju ciljanog objekta ili okolisa.

U procesima prikupljanja i obrade podataka razlikuju se dva temeljna pojma:

1.

Informacijska fuzija (eng. Information fusion) koja se koristi za opisivanje spajanja
bilo kakvih podatkovnih informacija, te informacija izvora podataka.
Senzorska fuzija (eng. Sensor fusion) predstavlja kombinaciju senzorskih podataka ili

informacija izvedenih iz senzorskih podataka. Krajnja informacija dobivena na takav



nacin je korisnija nego $to bi bila da je izvedena od svakog senzora zasebno. Informacija
dobivena procesom senzorske fuzije moze biti iz homogenog ili heterogenog sustava

senzora, tj. senzorskih informacija.

Fuzija senzora moze se smjestiti pod pojam direktne fuzije. Direktna fuzija obuhvaca podatke
iz skupa homogenih ili heterogenih senzora, te prethodnih vrijednosti senzorskih podataka.
Treba napomenuti da fuzija senzora nije univerzalna metoda. Niti ¢e mnogo losih podataka dati

dobre podatke, niti ¢e mnogo senzora niske kvalitete moc¢i zamjeniti senzore visoke kvalitete.



2.2. Kategorije procesa fuzije senzora

Procesi fuzije senzora su obi¢no smjesteni u jednu od tri kategorije:

1. Low-level (ili raw data) fuzija - kombinira nekoliko izvora istog tipa informacija (raw
preprocessed data - RPP) kako bi se dobio novi set podataka za koji se o¢ekuje da bi
mogao biti korisniji i informativniji nego sami senzorski podaci.

2. Intermediate-level (mid level ili feature level) fuzija kombinira razli¢ite znacajke, kao
Sto su primjerice rubovi, linije, uglovi, teksture 1 pozicije u mapu znacajki. Takva mapa
se koristi za segmentaciju slika, detekciju objekata itd.

3. High-level (ili decision) fuzija kombinira odluke iz nekoliko eksperata. Njene metode

su izglasavanje, fuzzy logic, te odredene statisticke metode.

2.3. Low-level fuzija i Kalman filtar

Za sustave koji se gibaju, dakle dinamicke sustave, najceS¢e se koristi low-level fuzija. Za
obradu i predvidanje podataka u dinami¢kom sustavu (kinetickih i statickih) jedan od vaznijih
algoritama u primjeni naziva se Kalman filtar. Kalman filtar je rekurzivni algoritam kojem je
svrha procjena stanja u sustavu. To je iterativan matematicki proces koji koristi set jednadzbi i
niz podatkovnih ulaza kako bi brzo procijenili pravu vrijednost, poziciju, brzinu itd. nekog
objekta ¢iji parametri se mjere. | to u slu¢aju kada izmjerene vrijednosti sadrze nepredvidene

1/ili nasumicne pogreske, nesigurnosti ili varijacije.

Rezultantna vrijednost Kalman filtera ovisi primarno o dvije informacije:
1. Mjernim rezultatima relevantnih senzora
2. Matematickom modelu sistema opisanog kako razlicita stanja ovise medusobno te

kako mjerni rezultati ovise o stanjima.

U procesu Kalman filtera to¢nost mjernih rezultata i model uvijek trebaju biti specificirani.



3. KALMAN FILTAR

3.1. Algoritam i dijagram toka

Rekurzivni Kalman filtar opisan je od stanja to, te prikazan slijedom:

1. U vremenu to Kalman filtaru je pridruZena inicijalna ili po¢etna procjena.

2. Bazirano na matematiCkom modelu i inicijalnoj procjeni, predvida se nova procjena u
vremenu ti. NetoCnost predvidene procjene je izraCunata uzevsi u obzir pocetnu
netoc¢nost i tocnost modela (eng. process noise).

3. Ispravna mjerenja u vremenu t; nam daju novu informaciju o stanjima. Bazirana na
to¢nosti mjerenja (eng. measurement noise), te neizvjesnost predvidene procjene,
prosuduju se dva izvora informacija i izracunava se novi t1 kao novo azurirana, valjana
procjena.

4. U vremenu t2 nova procjena je predvidena na isti nacin kao i u koraku 2, ali sada je

bazirana na aZuriranoj procjeni iz vremena t;.

Ako su modeli i prethodne pretpostavke ispravne, Kalman filtar ¢e dostaviti nove optimalne

pretpostavke.



Gregkau
procjeni

1. Racunanje Kalman dobitka

Izvoma
procjena

A

( Ulazni podaci )
. J

Prethodna
procjena

2. Radunanje trenutne procjene

Izmjerena
vrijednost

A

r

L

Aurirana
procjena

3. Racunanje nove procjene greske

Slika 3.1 Iterativan proces jednostavnog Kalman filtra.
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3.2. Iterativan proces kroz tri jednadzbe

3.2.1. Kalman dobitak
Kalman dobitak (eng. Kalman gain) koristi se da bi odredili u kojoj ¢emo mjeri koristiti nove

rezultate mjerenja da azuriramo novu procjenu.

Egsr (3.1.)

KG = ——25T
Egst + EmEa

Gdje su:
KG = Kalman dobitak
Epsr = GreSka u procjeni

Eyga = GreSka u mjernim podacima

Kalman dobitak je odnos izmedu greske u procjeni (Egsr), te zbroja greske u procjeni i greske
u mjerenju. Ako je KG velikog iznosa to znaci da je greska u procjeni (Egsr) veca od greske u

mjerenju (Eyga)-

KG
Tocna 1 | Nestabilne
mjerenja | 0.9 procjene
- 0-8 FS

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3
i 0.2 1
Netogna | 0.1 Stabilne
mjerenja 0 procjene

Slika 3.2 1znos Kalman dobitka i njegov utjecaj na procjenu stanja
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3.2.2. Trenutna procjena

Druga jednadzba nam prikazuje trenutnu procjenu.

EST, = EST,_, + KGIMEA — EST,_,]  (3.2)

Gdje su:

EST; — trenutna procjena

EST;_, — protekla procjena

KG — Kalman dobitak

MEA - rezultati mjerenja

Trenutna procjena ovisi o prethodnoj procjeni (EST,—;) i umnosku Kalman dobitka (KG) sa
razlikom trenutnog mjerenja (MEA) i protekle procjene, tj. procjene prethodnog koraka
(EST¢-1).

3.2.3. Trenutac¢na greska u procjeni

Treca jednadZba sluzi za racunanje trenutacne greske u procjeni.

() (Br.) 63
Egsr, = [1 = KG] - (Egsr,_
(Emea) + (EESTt_l) = U [ ] ( STe 1)

ESTy =

Gdje su:
KG = Kalman dobitak

Egst,_, = GreSka protekle procjene

Trenutacna greska u procjeni dobije se umnoskom razlike izmedu vrijednosti broja jedan (1) i

iznosa Kalman dobitka (1-KG) te greske u procjeni iz prethodne iteracije (Egsr, ). Kako je

12



skup ovih jednadzbi iterativan proces, greSka iz ovog koraka ¢e se dalje koristiti za

izraCunavanje Kalman dobitka (KG) u sljedecoj iteraciji.

13



4. KALMAN FILTAR — VISEDIMENZIJSKI MODEL

Visedimenzijski model Kalman filtra ne razlikuje se procesno od jednodimenzijskog modela.

Medutim, kako se uvode dodatne vrijednosti i dimenzije u sam proces potrebno je u model

uvesti matrice 1 matri¢éne kalkulacije kako bi se omogucilo §to brze i preglednije racunanje

parametara.

4.1. Dijagram toka procesa

E(TR':C'XR'm +Zm

Pocetno stanje Protel_{lo Novo predvideno stanje
stanje
Xy Xi 1 ka:A'Xk 1 +B-U, + W,
N )
Py P4 Pp=A-P_ A"+ Q
F
Y
X K Py -1
k P,=(—K-H)-Pg =%, FTTR
Py Xp
Xy =X + KV —H-Xyp)
Izlaz azuriranog Pretvorba trenutnog u L L B
stanja prethodno stanje Azuriranje novih vrijednosti 1

Kalman dobitka

[zmjerene viijednosti

Slika 4.1 Dijagram toka procesa visedimenzijskog modela Kalman filtra

Gdje su:

X — Matrica stanja

P — Matrica procesne kovarijance

U — Matrica kontrolne varijable

W — Matrica predvidenog Suma stanja

Q — Matrica kovarijance procesnog Suma
I — Matrica identiteta

K — Kalman dobitak

R — Matrica kovarijance osjetnickog Suma
Y — Matrica mjernog stanja

A,B,H,C — Transformacijske matrice

14




4.2. Parametarske jednadzbe

Pocetno stanje:

X0, Py (4.1)

Prethodno stanje:
Xi-1,Pe-1 - (42)
Novo predvideno stanje:

ka :A'Xk_1+B'Uk+Wk (43)

Py =APyy AT + Qy (4.4
Izmjerene vrijednosti:
Ve =C Yo +Zn (4.5)
AZurirano stanje sa novim izmjerenim vrijednostima i Kalman dobitak:

K Pkp'HT (46)
~ H-Pyy-HT+R

X =Xip + K(Ye — H - Xpp) (4.7)
Pretvorba iz trenutnog stanja u prethodno stanje:
P,=(U—-K-H)- Py (4.8
X, 4.9.)
Izlazne vrijednosti aZuriranog stanja:

X, Py (4.10.)

15



4.3. Definiranje procesa

Matrica stanja

ka :A'Xk_1+B'Uk+Wk (43)
Gdje su:

X — Matrica stanja
U — Matrica kontrolne varijable

W — Sum u procesu

Matrica stanja sadrzi vrijednosti koji prikazuju parametre objekta koji se prati.
Ako se radi o promatranju dvaju parametara (npr. polozaj i brzina) na jednoj osi, matrica stanja

ima sljedeci oblik:

x=[;]
Gdje su:

x — PoloZaj na x — osi

X — Brzina na x — osi

U slucaju da pratimo ista dva parametra na dvije osi (x 1 y), matrica stanja bi imala sljedeci
oblik:

e
Il
<R R

Gdje su:

x — PoloZzaj na x — osi
X — Brzina na x — osi
y — Polozaj na y — osi

y — Brzinana y — osi

16



Matrica stanja biti ¢e azurirana na osnovu prethodnog stanja (X,_,) i transformacijske matrice
(A) zbrojenih sa umnoskom matrice kontrolne varijable (Uy), te njene transformacijske matrice
(B). Transformacijske matrice A i B pomazu nam da dovedemo krajnji izgled matri¢nog sustava
u odgovarajué¢i format za daljnju obradu bez gubitka relevantnih podataka. Matrica stanja
analogna je Newton-ovom zakonu gibanja:

1
s=v-t+za-t2 (4.11.)

Razradom matrice stanja mogu se opisati njeni pojedini djelovi:
Xk :A'Xk_1+B'Uk+Wk

Prvi dio formule za matricu stanja (4.3.) koji glasi (A - X, _1) predstavlja promjenu baziranu na
poziciji 1 brzini. Ovaj dio ¢e se azurirati ovisno o prethodnoj poziciji 1 brzini kako bi se dobilo
trenutno stanje. Analogan je prvom dijelu formule (4.11.) za Newton-ov zakon gibanja sa

ubrzanjem (v - t). Drugio dio formule (4.11.) bavi se ubrzanjem objekta. Analogan je (%xtz)

Newton-ovoj formuli za gibanje s ubrzanjem (4.11.). Kontrolna varijabla je ubrzanje ostvareno
primjerice utjecajem gravitacije. Doprinos ovog djela formule je vezan uz ubrzanje objekta po
nekoj osi. U slucaju Kalman filtera vr$e se proracuni koriste¢i malu promjenu u proteklom
vremenu oznacenu sa At. Takva promjena u vremenu ¢e predstavljati jedan vremenski ciklus,
tj. vrijeme izmedu mjerenja. Matrica stanja (4.3.) predstavlja poziciju i brzinu objekta koji se

zeli pratiti, bilo na jednoj, dvije ili tri osi.

4.4. Jednodimenzijski sustav

Jednostavnim primjerom objekta u slobodnom padu prikazati ¢e se kako se azuriraju parametri
matrice stanja (4.3.) u jednodimenzionalnom prostoru. Primjer padajuceg objekta je idealan jer

osim pozicije i brzine takoder sadrzi ubrzanje zbog utjecaja gravitacije.
Neka su pocetne vrijednosti:

Yek-1=20m
AT =1s
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V-1 =0m/s

Gdje su:
Yk—1 — Poletna pozicija na osi y
AT — Vremenski ciklus

Yk—1 — Poletna brzina na osi y

ka:A'Xk_1+B'Uk+Wk

U ovom slucaju koristila se nulta vrijednost (0) za iznos matrice predvidenog suma stanja kako

bi primjer bio $to jednostavniji.

1
_[1 ATy [Yk-1 —AT?| .
ka_ 0 1] [yk—l]—i_ ZAT ] [g]+0
. 1 5
Y. = yk_1+A_T-yk_1]+ FAT? - g
kp 0 +yk—1 ATg
+ AT - y +1AT2
Xyp = Vi-1 Vk-1 ) g]
0+ yr_q+AT - g

Xk=

1 2, (_
i 20+ (1-0) +5-1 (9.8)]=[15.1]

0+0+1-(=9.8) —98

Rezultat su nove vrijednosti za poziciju i brzinu objekta u matri¢nom obliku. Prvi red matrice
predstavlja poziciju nakon jedne sekunde slobodnog pada, te iznosi 15.1 metar, dok drugi red
matrice predstavlja trenutnu brzinu objekta koja sada iznosi 9.8m/s u suprotnom smjeru od
promatrane osi, zbog toga je vrijednost iskazana sa predznakom minus (-).

Sada se moze azurirati matrica mjernog stanja (4.5.) sa stanjima izmjerenih vrijednosti:
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Yk=CYkm+Zm

Gdje je:
Y, — Pozicija ili izmjerena vrijednost koja predstavlja matricu stanja
C — Transformacijska matrica

7y — Sum u mjerenju

Transformacijska matrica (C) poprima oblik ovisno o parametrima sustava. Kako se u ovom
slucaju promatraju dva razli¢ita parametra, pozicija i brzina, transformacijska matrica poprima
sljede¢i oblik.

1 0
0 1

Slijedom toga formula za matricu mjernog stanja (4.5.) izgleda:

w=ly O3]

|

Da bi primjer bio prikazan na jednostavniji nac¢in zanemariti ¢e se utjecaj suma u mjerenju (Z,,)
te ga se moze izjednaciti sa nulom (0).
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4.5. Dvodimenzijski sustav

Za malo slozeniji primjer, poput onih u realnom svijetu, prikazati ¢e se kako izgleda proracun
matrice stanja (4.3) u dvije dimenzije. Kako se u sustav unosi nova dimenzija, osim matrice
parametara, transformacijske matrice takoder mijenjaju oblik. Koristi se ista formula iz koje ¢e

se dobiti matrica stanja (4.3.).

ka:A'Xk_1+B'Uk+Wk

Kako je uvedena dodatna dimenzija, matrica vrijednosti poprima sljedeci oblik:

=R R

Gdje su:
x,y — Pozicija i brzina na x — osi

x,y — Pozicija i brzinana y — osi

Transformacijska matrica (A) u dvodimenzionalnom prostoru poprima sljedeci oblik:

1 0 AT 0
101 0 AT
4=l 0 1 o
0 0 O 1
1z toga slijedi:
1 0 AT O x x+ AT - x
_lo 1 o AT| |Y|_|y+AT-y
AX=10 0 1 ol ||~ X
0 0 O 1 y y

Iz ovog je vidljivo da ¢e se pozicija azurirati koriste¢i prethodnu poziciju (x,y) dok se brzina

(x, ¥) nece azurirati jer u ovom dijelu formule nije prisutno ubrzanje.
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U sljede¢em koraku u sustav se uvode kontrolne varijable (ay,a,). Zovu se kontrolne jer

kontroliraju promjenu u polozaju i brzini koriste¢i parametar ubrzanja. Kako bi se rezultantna

matrica prilagodila formuli koristi se transformacijska matrica B koja je predstavljena na

sljedeci nacin:

Sada se moze uvesti ubrzanje u sustav:

IAT?
2
B=| 0
AT
0
—AT?2 0
1
—AT?
2
AT 0
AT

|

0
IaT2
2
0
AT
1
EATZ a,
axy 1 )
o)) = |37 4,
AT - a,
AT-ay

Na kraju, prisutno je sve potrebno kako bi se prikazao krajnji izgled matrice stanja za dvije

dimenzije.

Xp_q +AT - %
_|Yk-1 AT -y
Xk-1
Vie-1

—AT? - a,

+|5AT? - a,

_AT-ay ]

AT - a,

. 1
Vi-1+ yk—lAT ‘+ EATZ ' ay

xk—l + AT - a,
yk—l + AT " ay

- 1 . -
Xr—1 + J.C'k_lAT‘i‘zATZ T Ay
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Gdje su:
Xk—1,Yk—1 — Prethodna pozicija u smjeru x i y osi

X1 AT, Y1 AT — Ispravak uzrokovan prethodnom brzinom u x i y osi

—AT?-a,,=AT?- a, — Doprinos ubrzanja na pozicijuu x i y osi

2 2

Xk—1,Vk—1 — Prethodna brzina u smjeru x iy osi

AT - ay, AT - a, — Doprinos ubrzanja na brzinu u smjeru x i y osi
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4.5.1. Matrica procesne kovarijance

Kako bi se bolje razumjela matrica procesne kovarijance, treba se prvo definirati kovarijanca
u sustavu. Neka je dostupno nekoliko mjernih vrijednosti duljine nekog objekta te su dobiveni
rezultati iznosa:

X=2,54,5,3.

Kao sto je vidljivo postoji pet mjernih vrijednosti u isto toliko mjerenja. Svaka od izmjerenih
vrijednosti moze biti promatrana kao x;. Dakle, x; predstavlja vrijednost 2 ili 5 ili 4... Srednja
vrijednost dobije se na nacin da se zbroje sve izmjerene vrijednosti te rezultat podjeli sa brojem

mjerenja. Tako dobivena srednja vrijednost moze se predstaviti sa x.

N
i=1Xi

X = N

Ako se od srednje vrijednosti x oduzme svaki od izmjerenih rezultata dobije se razlika koja se

naziva standardna devijacija od srednje vrijednosti (x — x;)

N i 2
_ ’ i=1 (X —x;)
ox = — N

Ako se ta ista devijacija kvadrira dobije se kvadrat devijacije.

(% — x;)?

Sada, ako bi se uzeli svi kvadrati devijacija te se zbrojili pa taj rezultat podjelio sa brojem

izmjerenih rezultata (N), dobiveni broj naziva se varijanca.

IiV=1(f - xi)z

5x? =
x N
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Kvadriranjem standardne devijacije rezultat je varijanca. Dakle, varijanca je veé¢i broj od
standardne devijacije. Oko dvije tre¢ine svih izmjerenih vrijednosti ¢e upasti u raspon jedne
standardne devijacije. Ako bi se uzela varijanca, onda se o¢ekuje da ¢e sve izmjerene vrijednosti
upasti u taj raspon. Varijanca ima puno $iri raspon od standardne devijacije. Kako se kod
Kalman filtera koristi skup vrijednosti, pozeljna je sigurnost da ¢e sve dobivene vrijednosti koje
se ocekuju upasti u taj raspon varijance. Varijanca daje ideju koliko Siroko su neke vrijednosti
rasprostranjene. Kako bi se definirala kovarijanca, uz duljinu objekta mjerena je i njegova
Sirina te su dobiveni sljede¢i rezultati:

x=2,54,5,3

y=4,324,5

Ako se usporedi varijacija jedne i druge varijable, rezultat takve usporedbe naziva se
kovarijanca. Dakle, standardna devijacija duljine i standardna devijacija $irine pomnozZi se pa

je rezultat tog umnoska iznos kovarijance:

NG =x)G —w)
N

oxdy =

Matrica procesne kovarijance koristi se nekoliko puta u Kalman filteru.

e U proracunu novog predvidenog stanja (4.4.):

Pkp:A'Pk_l'AT+Qk

e U proracunu Kalman dobitka (4.6.):
P HT
H-Py,-HT +R
e U formuli za pretvorbu trenutnog u prethodno stanje (4.8.):
Py =(I—-K-H) Py

K

Gdje je:
P — Matrica kovarijance stanja

Q — Matrica kovarijance procesnog Suma
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R — Matrica kovarijance osjetnickog Suma

K — Kalman dobitak

Matrica procesne kovarijance je zapravo matrica varijance i kovarijance. Medutim, zbog krace
notacije ve¢inom se naziva samo matrica procesne kovarijance. lIzgled matrice procesne

kovarijance za dvodimenzijski sustav je sljedeci:

_[6x*  6xby
~ Lsysx  6y?

Matrica procesne kovarijance Kkoristi se kao vazan dio za racunanje nekoliko stanja u Kalman

filteru, medu ostalim i samog Kalman dobitka.

4.5.2. Matrica kovarijance stanja

Matrica kovarijance stanja u Kalman filteru govori koliki se naglasak treba staviti u Kalman
dobitku na predvidenu vrijednost. Odnosno, koliki se naglasak treba staviti na vrijednost
dobivenu mjerenjem. Takoder pomaze oznaciti tip greske kojeg se moze ocekivati prilikom
obrade podataka. Ako je greska u predvidanju za neku varijablu x (npr. pozicija) potpuno
neovisna od druge varijable x (npr. brzina), kovarijanca elemenata ¢e biti nultog iznosa (0).
Nikakva podeSavanja nece biti uradena na predvidanjima jedne varijable zbog procesnih greSaka

druge varijable. Primjerice, ako matrica procesne kovarijance izgleda na sljede¢i nacin:

b= [o.g ’ 0.(())4]

Neka je iznos od 0.04 varijanca u brzini zbog samog procesa. Iz tog razloga nazivaju se greske
procesa ili greske predvidanja. Greska uzrokovana obradom jedne varijable nema nikakav
utjecaj na greSku uzrokovanu obradom druge varijable. Nule (0) u matrici su prikazane jer ne

postoji kovarijanca iz razloga §to su varijable potpuno neovisne jedna o drugoj.
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4.6. Primjer u dvodimenzionalnom prostoru

Nakon $to su se definirali svi potrebni parametri moze se prikazati prakti¢na implementacija

Kalman filtera na primjeru pracenja objekta (npr. zrakoplova) u dvodimenzionalnom prostoru.

Sam proces definiran je sljede¢im koracima:

Definirane vrijednosti za poc¢etno/prethodno stanje
Novo predvideno stanje

Proracun procesne kovarijance

Kalman dobitak

Prihvat izmjerenih vrijednosti

Azuriranje novih vrijednosti

Pretvorba novih vrijednosti u protekle (za sljedeci ciklus)

O N o a A~ w Db -

Azuriranje vrijednosti za prethodno stanje
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4.6.1. Parametri

Pocetna pozicija i brzina:
Xy = 4000 m

Yo = 3000 m

Vox = 280m/s

Voy = 120m/s

Izmjerene vrijednosti:
X9 = 4000 m

x; =4260m

x, = 4550 m

Voy = 280m/s

Vi = 282 m/s

Uy = 285 m/s

Pocetne vrijednosti:

a, = 2m/s?

v, = 280m/s
AT =1s
Ax =25m

Procesne greske u matrici kovarijance procesa:
APx = 20m
APv, =5m/s

Greske u promatranju:
Ax =25m
Av, = 6m/s
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4.6.2. Prvi ciklus

1.) Prva iteracija kroz Kalman filtar zapocinje prije prihvata izmjerenih vrijednosti te

zahtjeva koristenje proizvoljnih pocetnih vrijednosti (x,, Py).

2.) Proracun predvidenog stanja (4.3.)
Nakon §to su pocetne vrijednosti postavljene kre¢e se u raCunanje predvidenog stanja.

Rezultat jednadzbe predstavlja novo ili trenutno predvideno stanje.

Vox la-x,] +0

ka=A'Xk—1+B'Uk+Wk=[(1) Alt]'[xo]+[%At2
At

1 42807 , B] _ [4281

=Io 1 : '[2]:[280 282

=lo 1 280]+

3.) Proracun procesne kovarijance
Ovaj korak potrebno je napraviti samo jednom. U naSem sluc¢aju kako nema
povezanosti medu greskama u brzini i poziciji, mogu Se postaviti dijagonalne

vrijednosti na nulu.

e (2, - 991 2

P =4-PesaT+0c=[o Y[ g5l s 2]+

0 1
5 Y S -0 B -1E
_ [400 0]
0 25

Kako su u zadnjem koraku zanemarene dijagonalne vrijednosti, tj. iznose nula, moze

se isto napraviti 1 u ovom slucaju.
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4.) Prora¢un Kalman dobitka (4.6.)

Py - H' [435 QEY[é 2]

TR TR L e

U ovom koraku moze se primjetiti kako posljednja matrica u nazivniku sadrzi kvadrate
greSaka u promatranju. Vrijednosti greSaka u promatranju potrebno je kvadrirati kako

bi bili u istom formatu kao i Py,.

[425 0 [425 0]
0_ 25 _lo 25 :[o.zgos

K = =
[435 205]_'_[635 306] [10050 601]

0.4?10]

Sto je Kalman dobitak ve¢i to je greska u mjerenju manja, dok u slu¢aju da je Kalman
dobitak manji, greSka u mjerenju je veéa. Dobiveni rezultati govore da ¢e Se U 0voj
iteraciji staviti ve¢i naglasak na predvidena azuriranja nego na prihvacene izmjerene
vrijednosti. U nastavku ¢e se Koristiti ovako dobivena matrica Kalman dobitka kako bi
se azuriralo predvideno stanje, te kako bi se mogla procjeniti pozicija zrakoplova u

sljedecoj iteraciji.

5.) Sada, kada je prorac¢unata matrica Kalman dobitka moze se ukljuciti nove rezultate
promatranja. Pocetne vrijednosti u prvom ciklusu su bile (x,, vy,). U ovom ciklusu
imamo nove izmjerene vrijednosti (x;, v1,).

Yk:CYkm+Zm

Gdje je Y, matrica izmjerenih vrijednosti (4.5.) promatranog stanja zrakoplova.
Potrebno je da je ova matrica istog tipa kao matrica stanja X.

e = [(1) 2 ' [422862()] +0= [4228620

Nakon $to su se dobile vrijednosti Y, mogu se ukljuciti u proracun Kalman dobitka

29



(4.6.) kako bi se dobilo novo predvideno stanje.

6.) Proracun trenutnog stanja (4.7.)
X =Xip + K(Ye — H - Xpp)

Sve potrebne podatke moZe Se uvesti u sustav te proracunati novo, trenutno stanje.
Koristiti ¢e se kombinacija predvidenog stanja, izmjerenih vrijednosti, matrica
kovarijance stanja i Kalman dobitka kako bi se odredilo koliko ¢e se dati na teZini

izmjerenim vrijednostima ili predvidenim vrijednostima u ovoj iteraciji.

Xk=[4228821 +[0.%05 0.210]_([4228620]_[(1) 0 _[4228821])
_ 4281] [0.405 ] [ ] [4281] [ ] 4272.5
282 0410l L 0 282 282

7.) Azuriranje matrice procesne kovarijance (4.8.)
Pk= (I—KH)Pkp

Kao §to je vidljivo iz jednadzbe, trenutna procesna kovarijanca (Py) jednaka je
umnoSku matrice predvidene procesne varijance (Pyy) i razlici jedini¢ne matrice (I) sa

umnoskom Kalman dobitka (K) i transformacijske matrice (H).

={[(1) (1)_([0'405 0210]'[(1) 2)}'[4(2)5 205]

{[ [0405 0.4?10]}'[435 205]
[0'%95 0.590]'[425 25]:[253 12.8]

Rjesenje ove jednadZbe je nova matrica procesne kovarijance. Moze se primjetiti kako

su iznosi manji od prijasnjih, Sto znaci da se koriste¢i Kalman filtar priblizava
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predvidenom stanju gdje ¢e se zrakoplov nalaziti.

8.) Nakon $to smo dobili sve potrebne podatke, za kraj prvog ciklusa obaviti ¢e se pretvorba
stanja vrijednosti. Trenutne vrijednosti koje su uklju¢ene u sljedeci ciklus iteracije

postaju prethodne vrijednosti za taj ciklus.

4272.5

282 ] = K1

|

Pie = [233 12.8] = Pt

4.6.3. Drugi ciklus

Kalman filtar je iterativan proces koji osim novih izmjerenih vrijednosti takoder koristi rezultate

prethodnog ciklusa, $to se moze uociti odmah na prvom koraku u matrici prethodnog stanja
(Xje-1)-

1.) Potrebno je izracunati (4.3.) nove predvidene vrijednosti pozicije i brzine zrakoplova

R R i ey g CRY
At
=[5 11757+ o] o= 5T+ Bl = 15

Te novu matricu procesne kovarijance (4.4.)

253 0 ] 1 0

0 1481 11 1

_ [253 14.8]_[1 0 =[267.8 14.8}2[267.8
0 148111 1 148 1481 L 0

Pep =4 Py AT+ Qe =[5 1] |+o

145)
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2.) Kod prora¢una novog Kalman dobitka moze se primjetiti da i dalje ukljucuje greske tj.
neizvjesnosti u promatranju (R). Greske se vremenom mogu smanjiti, pa shodno tome
se mogu azurirati. U tom sluc¢aju potrebno je mnogo vise iteracija kroz Kalman filtar
kako bi postojala sigurnost da su greSske manje od predvidenih. Kako se matrica
procesne kovarijance smanjuje, tako se smanjuje i utjecaj greSaka na sustav, kao $to se

moze vidjeti iz nazivnika sljedece jednadzbe (4.6.).

Pap- 17 [6” 1al'lo 1

Py BT [TOLZTE 0 DO (625 0]

[267.8 0 ]
_L o 148 =[0.300 0 ]
[895.8 5(())8] 0 0291

Izracunata je vrijednost novog Kalman dobitka. Moze se primjetiti da se vrijednosti
elemenata Kalman dobitka smanjuju usporedno s vrijednostima Kalman dobitka iz
prve iteracije. Sto znaci da se u ovom ciklusu veéi (otprilike za jednu tre¢inu) naglasak
stavlja na predvidene vrijednosti nego na vrijednosti dobivene mjerenjem. Ipak koriste
se obe vrijednosti (predvidene i izmjerene) kako bi se priblizilo to¢noj poziciji i brzini

zrakoplova koji se prati.

3.) Rezultati promatranja (4.5.)

U ovom ciklusu uvode se novi rezultati promatranja.

4550

4550]
285

]+O: 285

Yk=C-Ykm+Zm=[(1) (1)][

4.) Proracun trenutnog stanja (4.7.)
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Xk :ka+K(Yk_H'ka)

P WS 51 S
ST o (- )
_ [4553.8]

1 284.3 |

5.) Azuriranje trenutne procesne kovarijance (4.8.)

Pk=(1—K'H)'ka=([é 2 _[0'3600 0;91]'[(1) (1))'[2607'8 14(1).8]

=[O'7000 0.7009]'[2607'8 12.8]=[18075 18.5]

6.) U posljednjem koraku ovog ciklusa, kao $to se napravilo na kraju prethodnog ciklusa,
opet ¢e se obaviti pretvorba stanja vrijednosti. Trenutne vrijednosti koje se ukljucuju u

sljede¢i ciklus iteracije postaju prethodne vrijednosti za taj ciklus.

_ [4553.8
%= ygas) = X
_[1875 0
P=[707 105] = P

Kroz ovaj kratak primjer moze se vidjeti cijeli iterativni proces Kalman filtera kroz nekoliko
jednostavnih koraka. U slucaju ukljucivanja vise dimenzija ili pridruzivanjem novih varijabli,
primjerice ubrzanja, iterativni proces se ne mjenja. Promjene se u tom slucaju deSavaju u

dimenziji matrica te njihovom sastavu 1 polozaju varijabli unutar matrica.

Iz primjera je namjerno izostavljen sav Sum u sustavu jer bi uveo dodatnu kompleksnost koja u

svrhu demonstracije procesa nije potrebna.
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5. PRAKTICNA IMPLEMENTACIJA KALMAN FILTRA U JEDNOJ
DIMENZIJI

5.1. Sklopovlje

Kako bi se na jednostavan nacin predocio iterativan proces Kalman filtera, koristeni su Arduino

UNO platforma i LSM6DS33 senzor za mjerenje akceleracije, ziroskop te magnetometar.

Prikupljeni podaci jedne osi akcelerometra i ziroskopa obraditi ¢e Se iterativnim procesom
Kalman filtera i prikazati kako su vrijednosti koje daje Kalman filtar manje kaoti¢ne te blize

stvarnim vrijednostima nego ocitanja koja se dobivaju direktno sa senzora.

SH‘DS33+LIS3HDL X \

VIN GID §SCA

Slika 5.1 Arduino UNO i LSM6DS33 senzor povezani koriste¢i 12C protokol

Senzor je napajan naponom od 3.3V direktno sa Arduina, a komunikacija je ostvarena preko 1°C
sucelja - A4 i A5 pinovi na Arduino UNO povezani su sa SCL i SDA pinovima na LSM6DS33

senzoru.
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5.2. Sklopovsko i programsko rjesenje

Arduino platforma programirana je koriste¢i Arduino IDE. Kako bi se ostvarila komunikacija
sa LSM6DS33 senzorom koriStena je gotova biblioteka iz repozitorija unutar Arduino IDE
imena Adafruit_LSM6DS.h.

Takoder je koristena biblioteka JednodimenzijskiKalmanFilter.h gdje je smjeSten dio
racunalnog koda za raCunanje parametara Kalman filtera. Komunikacija izmedu Arduino

platforme i LSM6DS33 senzora ostvarena je koristeéi 1°C protokol.

Senzor akceleracije postavljen je na parametar za mjerenje sile u rasponu od +-4G te na
frekvenciju prikupljanja podataka od 104Hz, dok je ziroskop takoder postavljen na frekvenciju
od 104Hz. U programu se prikupljaju podaci o akceleraciji i otklonu na X-osi te se kao takvi
prikazuju na grafu. Isti podaci se prosljeduju u jednadzbe Kalman filtera kako bi se dobio Zeljeni
rezultat te se takoder iscrtavaju na grafu kako bi prezentirali usporedbu medu direktno
izmjerenim i obradenim podacima. Kako bi se ostvario §to je moguce to¢niji prikaz realnih

uvjeta, na mjerne vrijednosti sa senzora dodan je simulirani Sum mjerenja.

Jednadzbe Kalman filtera implementirane su u zasebnu programsku klasu zbog jednostavnosti
pregleda te se pozivaju u glavnom programu. Prikupljeni i obradeni podaci prosljeduju se na
serijski port te se kao takvi mogu vidjeti prikazom Serial monitor ili Serial plotter funkcije

unutar Arduino IDE-a.
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Slika 5.2 Povezano sklopovlje pod naponom
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Slika 5.3 Ocitanja akcelerometra i ziroskopa sa rezultatom

Moze se primjetiti da su vrijednosti mjerenja senzora poprilicno kaoti¢na te kao takva unose
nestabilnost u sustav. Vrijednosti dobivene koriste¢i Kalman filtar su stabilnije i ne odstupaju

znacajno od izmjerenih vrijednosti.

lako je frekvencija prikupljanja podataka na senzoru postavljena na 104Hz, sam sustav prihvaca

i obraduje mjerne podatke 10 puta u sekundi (L0Hz), $to se moze vidjeti u programskom kodu.
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5.3. Programski kod

5.3.1. Glavni program

#include <JednodimenzijskiKalmanFilter.h>
#include <Adafruit_LSMeDS33.h>

/* PROGRAMSKA FUNKCIONALNOST

* Prihvat i ispis direktnih podataka sa LSM6DS33 senzora, te izracun Kalman
filtar vrijednosti koristeci klasu

* Prilagodjeno za Serial Plotter pregled.

*

* VARIJABLE

* real_value_accel: Ocitanje akcelerometra

* measured_value_accel: Ocitanje akcelerometra sa simuliranim sumom

* real_value_gyro: Ocitanje ziroskopa

* measured_value_gyro: Ocitanje ziroskopa sa simuliranim sumom

* estimated_value_accel: Obradjeni podaci akcelerometra koristeci Kalman filter
* estimated_value_gyro: Obradjeni podaci ziroskopa koristeci Kalman filter

* g: Process Noise

*/

Adafruit_LSM6DS33 lsm6ds33;
JednodimenzijskiKalmanFilter jednodimenzijskiKalmanFilterAcc(1l, 1, ©.01);
JednodimenzijskiKalmanFilter jednodimenzijskiKalmanFilterGyro(1, 1, 0.01);

// Vrijeme osvjezenja podataka na serijskom portu
const long SERIAL_REFRESH_TIME = 100;
long refresh_time;

void setup() {
Serial.begin(115200);
while (!Serial)
delay(10); // Pauza za Arduino dok se serijsko sucelje ne otvori

if (!1lsméds33.begin_TI2C()) {
Serial.println("Pronalazak LSM6DS33 nije uspjesan”);
while (1) {
delay(10);
}
}

1sm6ds33.configIntl(false, false, true); // akcelerometar DRDY na INT1
1sm6ds33.configInt2(false, true, false); // ziroskop DRDY na INT2
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// Legenda na Serial Plotter grafu
Serial.print("Mjer_accel, Stvarna_vrijednost_accel, Kalman_Filter_accel,
Mjer_gyro, Stvarna_vrijednost_gyro, Kalman_Filter_gyro \n");

}

void loop() {
// Prihvati novi normalizirani sensor event
sensors_event_t accel;
sensors_event_t gyro;
sensors_event_t temp;
lsmeds33.getEvent(&accel, &gyro, &temp);

// Ocitavanje senzorskih vrijednosti akcelerometra i ziroskopa
float real_value_accel = accel.acceleration.x;
float real_value_gyro = gyro.gyro.x;

// Dodan simulirani sum na vrijednosti ocitane sa senzora
float measured_value_accel = real value_accel + random(-100,100)/100.0;
float measured_value_gyro = real_value_gyro + random(-10,10)/10.0;

// Izracun predvidjene vrijednosti Kalman filtera

float estimated_value_accel =
jednodimenzijskiKalmanFilterAcc.azurirajProcjenu(measured_value_accel);

float estimated_value_gyro =
jednodimenzijskiKalmanFilterGyro.azurirajProcjenu(measured_value_gyro);

// Ispis na serijsko sucelje u formatu pogodnom za iscrtavanje grafa

if (millis() > refresh_time) {
Serial.print(real_value_accel, 4);
Serial.print(",");
Serial.print(measured_value_accel,4);
Serial.print(",");
Serial.print(estimated_value _accel,4);
Serial.print(",");
Serial.print(real_value_gyro,4);
Serial.print(",");
Serial.print(measured_value gyro,4);
Serial.print(",");
Serial.print(estimated_value_gyro,4);

Serial.println();

refresh_time = (millis()/10) + SERIAL_REFRESH_TIME;
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5.3.2. Biblioteka (JednodimenzijskiKalmanFilter.cpp)

/*
* JednodimenzijskiKalmanFilter - Implementacija Kalman filtera s jednom
varijablom.
* Petar Celio Cega, 27.9.2021.
*/
#include "Arduino.h"
#include <math.h>
#include "JednodimenzijskiKalmanFilter.h"

JednodimenzijskiKalmanFilter: :JednodimenzijskiKalmanFilter(float mjerenje_err,
float procjena_err, float q)

{
_greska_mjerenja=mjerenje_err;
_greska_procjene=procjena_err;
-9 =9;

¥

float JednodimenzijskiKalmanFilter::azurirajProcjenu(float mjerenje)

{

_kalman_dobitak = _greska_procjene/(_greska_procjene + _greska_mjerenja);

_trenutna_procjena = _protekla_procjena + _kalman_dobitak * (mjerenje -
_protekla_procjena);

_greska_procjene = (1.0 - _kalman_dobitak)* greska_procjene +

fabs(_protekla_procjena-_trenutna_procjena)* q;
_protekla_procjena=_trenutna_procjena;

return _trenutna_procjena;

}

void JednodimenzijskiKalmanFilter::postaviGreskuMjerenja(float mjerenje_err)

{

_greska_mjerenja=mjerenje_err;

}

void JednodimenzijskiKalmanFilter: :postaviGreskuProcjene(float procjena_err)
{
_greska_procjene=procjena_err;
}
void JednodimenzijskiKalmanFilter: :postaviSumProcesa(float q)
{
_9=9;
}
float JednodimenzijskiKalmanFilter::prihvatiKalmanDobitak() {
return _kalman_dobitak;

}
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5.3.3. Header dokument za biblioteku (JednodimenzijskiKalmanFilter.h)

/*

* JednodimenzijskiKalmanFilter - Implementacija Kalman filtera za modele sa
jednom varijablom.

* Petar Celio Cega, 27.9.2021.

*/

#ifndef JednodimenzijskiKalmanFilter_h
#define JednodimenzijskiKalmanFilter_h

class JednodimenzijskiKalmanFilter

{

public:
JednodimenzijskiKalmanFilter(float mjerenje_err, float procjena_err, float q);
float azurirajProcjenu(float mjerenije);
void postaviGreskuMjerenja(float mjerenje _err);
void postaviGreskuProcjene(float procjena_err);
void postaviSumProcesa(float q);
float prihvatiKalmanDobitak();

private:
float _greska_mjerenja;
float _greska_procjene;
float _q;
float _trenutna_procjena;
float _protekla_procjena;
float _kalman_dobitak;

}s

#endif
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6. ZAKLJUCAK
Kroz ovaj rad posnjene su osnove fuzije senzora i najcesce koristen proces koji se veze uz low-
level fuziju senzora, a to je Kalman filter. Osim Fourier-ove transformacije, Kalman filtar je

trenutno najcesce koristen algoritam za obradu signala.

Uspjesno je demonstrirana primjena digitalne obrade signala sa senzora za akceleraciju i
ziroskopa koriste¢i jednodimenzionalan Kalman filter. Kao $to se moze vidjeti iz rezultata,
mjerenja koja su obradena koriste¢i Kalman filtar su mnogo manje kaoti¢na, S manjim utjecajem

Suma, te blize stvarnim vrijednostima od mjerenja dobivenih direktno sa senzora za akceleraciju.

Isti proces moze se Koristiti za bilo kakav drugi tip senzora, primjerice senzora za temperaturu,
gdje ¢e se iteriranjem po jednadzbama Kalman filtera ve¢ nakon nekoliko mjerenja jako brzo

pribliziti stvarnoj vrijednosti.

Demonstracija u ovom radu Koristi dvije vrijednosti, akceleraciju i otklon na osi x te je samo
uvod u najéesce koriStenu svrhu Kalman filtera, a to je fuzija senzora. U fuziji senzora se kroz
proces implementacije viSedimenzionalnog Kalman filtera dolazi do preciznog mjerenja
koriste¢i vise razli¢itih homogenih ili heterogenih senzora. Sto je u kompleksnim elektroni¢kim

sustavima s velikim brojem senzora vrlo ¢esta pojava. Danas gotovo neizbjezna.
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