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SAZETAK

Rubikova kocka je jedna od najprodavanijih igracaka u povijesti ¢ovjecanstva. Nema
covjeka koji se nije okusao u slaganju same kocke. Rubikova kocka je trodimenzionalna
mehanicka igracka, koju je 1974. godine izumio madarski kipar i profesor arhitekture Erno
Rubik. Rubik je igracku prvobitno nazvao "Carobna kocka" i licencirao je 1980. godine, a
ona je dozivjela nezapamcen uspjeh, prvo u Njemackoj, gdje je 1980. proglasena igrackom
godine, a zatim i sirom svijeta. Vaznost Rubikove kocke je visestruka, kao igracka vazna je
najmladima, ali i starijima. Nadalje prepoznata je i u znanstvenom smislu pa je sve vise

ljudi proucava i istrazuje. Kao pojava popularna je diljem svijeta.

Kljucne rijeéi: Rubikova kocka, igracka, metodologija, slaganje

ABSTRACT

The Rubik's Cube is one of the best-selling toys in human history. There is no man who
has not tried his hand at stacking the dice. Rubik's Cube is a three-dimensional mechanical
toy, invented in 1974 by Hungarian sculptor and professor of architecture Erndé Rubik.
Originally dubbed the "Magic Cube" by the Rubik, it was licensed in 1980, and it was an
unprecedented success, first in Germany, where in 1980 it was named Player of the Year
and then worldwide. The importance of the Rubik's Cube is multifaceted, as the toy is
important to the youngest as well as the elderly. It is further recognized in scientific terms
and is being studied and researched by more and more people. As a phenomenon it is

popular all over the world.

Keywords: Rubik's cube, toy, methodology, stacking
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1. UVOD

Predmet istrazivanja ovog rada je istraziti vaznost i metodologiju Rubikove kocke.
Definirat ¢e se ¢imbenici i varijacije kod Rubikove kocke. Kao i nacini i potezi prilikom
slaganja iste. Rubikova kocka je trodimenzionalna mehanicka igracka, koju je 1974.
godine izumio madarski kipar i profesor arhitekture Erno Rubik. Rubik je igracku
licencirao 1980. godine nazvavsi je Carobna kocka. Iste godine, Rubickova kocka,
dozivljava nezapamcen uspjeh, prvotno u Njemackoj a zatim i Sirom svijeta te biva
proglasena igrackom godine. Odrzana su mnogobrojna natjecanja u brzom slaganju
(najvjestiji je bez problema sloze za 20-ak sekundi), a postoje i natjecanja u slaganju
jednom rukom ili ¢ak vezanih o€iju (natjecatelj dugo promatra kocku, planira i pamti
korake, a zatim vezanih ociju slaze). Fascinantna je ¢injenica da samo 5,8% ljudi u svijetu
moze sloziti Rubikovu kocku. Cilj ovog rada je teoriju grupa, koja se c¢esto u literaturi
prikazuje na apstraktan nacin, vizualizirati pomoc¢u Rubikove kocke. To je moguce uciniti
upravo zahvaljujuéi ¢injenici da skup svih mogucih pokreta na Rubikovoj kocki ¢ini

algebarsku strukturu grupe.



2. RUBIKOVA KOCKA

U ovom dijelu rada definirat ¢e se problematika Rubikove kocke, odnosno njezin razvoj,
povijest te moguc¢nosti koje ona pruza. Rubikova kocka je najprodavanija igracka svih

vremena ako se gleda kao takva.

2.1. POVIJESNI PREGLED RAZVOJA RUBIKOVE KOCKE

Erno Rubik je roden 13. srpnja 1944. godine u Budimpesti, Madarska. Njegova majka je
bila umjetnica i pjesnikinja, a otac strojarski tehnicar i avio inzinjer. Erno je 1967. godine
diplomirao na Fakultetu tehnickih znanosti u Budimpesti, nakon ¢ega je zavrsio srednju
skolu dekorativne umjetnosti interijera. Od 1971. do 1975. godine radio je kao arhitekt,
nakon cega zapocinje akademsku Xkarijeru kao profesor. OZenio se 1977. godine

arhitekticom interijera i 1978. godine dobiva kéer Annu [1].

Erno Rubik je postao urednik magazina za igre i puzzle, nakon ¢ega je osnovao vlastiti
"Rubik Studio’ koji se bavi dizajnom namjestaja, igrica i mnogih drugih varijacija na temu
’Rubikove kocke’. Godine 1990. imenovan je za predsjednika Madarske akademije za
inZinjerstvo 1 osnovao je ’International Rubik Foundation’ koja pomaZze 1 podrzava u radu

nadarene inzinjere i studente industrijskog dizajna [2].

Erno je bio fasciniran geometrijom 3D oblika i proucavajuci objekte u prostoru napravio je
prvi uzorak kocke sastavljene od 26 malih kockica razli¢ite boje. Erno je dobio inspiraciju
od oblih, glatkih kamenci¢a s obale Dunava koji su mu dale rjeSenje kako napraviti
cilindriéne oblike i osovine u kocki. Nakon pocetnog odusevljenja zbog kombinacija
razli¢itih boja na kocki, Erno Rubik se zapitao kako vratiti kocku u ’pocetno stanje’.
Shvatio je da nasumi¢nim okretanjem kocke za svog zivota nece uspjeti vidjeti kocku s
kojom je zapoceo. Tek nakon 0zbiljnog promisljanja o logici svakog pokreta kocke, nakon
mjesec dana naSao je pravu kombinaciju od mogucih 43 trilijuna. Sve se to dogodilo u
proljece 1974. godine, a ve¢ 1975. godine Ermo Rubik je prijavio igracku “Rubikova
kocka” Madarskom zavodu za patente. Izum je najprije nazvan Magi¢na kocka, a 1980.
godine ime joj je promijenjeno u Rubikova kocka u ¢ast izumitelju. Pod nazivom
’Rubikova kocka’ je poznata gotovo u svim jezicima osim u njemackom, zidovskom,

kineskom, portugalskom i islandskom. U zidovskom jeziku nazivaju je Madarskom
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kockom, a u ostalima Magi¢nom kockom. U to vrijeme Madarska je bila izolirana iza
“Zeljezne zavjese” i tek se poetkom 1978. Ta ¢udna igracka pojavila u Madarskim
trgovinama igracaka. U pocetku je prodaja tekla slabo sve dok ju nisu otkrili dvojica
Madara: poslovni ¢ovjek Tiber Laszi koji ju je odnio 1979. godine na izlozbu igracaka u
Nurnberg i Tom Kremer Kkoji je stupio u kontakt s Ideal Toy Company koja je “pokazala”
Rubikovu kocku cijelom svijetu. U meduvremenu, engleski matemati¢ar David Singmaster
otkrio je fenomenalne matemati¢ke osobine kocke 0 kojima piSe u ¢lanku u Casopisu
’Scientific Americans’, 1979. godine, ¢ime si je Rubikova kocka osigurala jo§ vecéu
pozornost javnosti. Internacionalni interes za kocku pocinje 1980. godine, a ve¢ 1981.

potraznja je nadmasila kapacitete proizvodnje [1].

Slika 1. Prikaz Rubikove kocke [17]

2.2. STRUKTURA RUBIKOVE KOCKE

Na svakoj strani Rubikove kocke je devet manjih kocki. Zbog toga se ¢ini kao da se
Rubikova kocka sastoji od 27 manjih kocki. Medutim, ako se kocka rastavi, moze se
vidjeti da sredi$nja mala kocka — zapravo ne postoji.
Razlikuju se tri vrste malih kocki [8]:

e sredisnje (imaih 6),

e bridne (imaih 12)i

e vr$ne (imaih 8).

Svaka strana kocke podijeljena je na 9 sukladnih kvadrata, to¢nije, kocka se sastoji od 27
jednakih pomi¢nih kockica koje su povezane. 26 kockica se nalazi na povrsini kocke, a
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srednja kockica se ne vidi, ali i ne postoji. Centralna kockica svake strane je mehanizam
koji omogucuje rotaciju odredenih dijelova kocke. Jezgru kocke cine tri osi koje se
presijecaju i drze na mjestu 6 centralnih kockica, tj. drze Rubikovu kocku na okupu.
Preostale povrsinske kockice nisu u matematickom smislu kockice jer su iznutra

izdubljene. Sve su uklopljene na odgovaraju¢a mjesta tako da tijelo ima izgled kocke.

Slika 2. Izgled strukture [3]

Polozaj malih kocki moZe se promijeniti na dva nacina: tako da se rastavi kocka i ponovno
sastavi ili tako da se napravi potez na kocki. Prilikom rastavljanja i ponovnog sastavljanja
kocke, vjerojatnost da ¢e se ona nakon toga moci sloziti potezima iznosi samo 1 ili tek
nesto vise od 8 posto. Objasnjenje ove tvrdnje moze se procitati u idu¢em poglavlju. Ako
se Rubikova kocka ne rastavlja ve¢ je izmijesana samo potezima, ona se uvijek moze
sloziti (oc¢igledno, jer ako se zapamte potezi koji su se izveli, izvodenjem istih poteza

unatrag, kocka bi se vracala se u pocetno stanje) [1].



2.3. RAZLICITE VERZIJE RUBIKOVE KOCKE

Od same pojave Rubikove kocke do danas pojavile su se brojne varijacije koje su u osnovi
slicne Rubikovoj kocki [2]:

Rubik360

Rubik 360 predstavljen je u velja¢i 2009. godine. Sastoji se od 3 prozirne sfere u
kojima se nalazi 6 Sarenih kuglica. Cilj je da se Sarene kuglice iz unutarnje sfere
kroz sredi$nju sferu, koja ima samo dvije rupice, premjeste u utore iste boje na
vanjskoj sferi, pritom da su utor i kuglica iste boje. Rubik 360 nije moguce ras-

taviti pa sloziti u zeljeni polozaj te ima samo jedno rjeSenje.

Slika 3. Prikaz Rubik360 [16]

Sudokocka

Sudokocka je varijacija Rubikove 3x3x3 kocke. Sve strane kocke su iste boje i
sadrze brojeve od 1 do 9. Slaganje ove kocke teze je od Rubikove kocke jer svaki
broj mora biti na to¢no odgovarajucoj poziciji, a centralni broj mora takoder biti u

odgovarajucoj orijentaciji. Kod Sudokocke postoji vise od jednog rjesenja.



Slika 4. Prikaz Sudokocke [3]

SquareOne

Square One je varijacija originalne Rubikove kocke koja zakretanjem daje tijelo
koje nema oblik kocke. Sastoji se od tri sloja. Gornji i donji sloj podijeljeni su kao
pita u 8 dijelova: 4 kutna koja oblikom podsje¢aju na zmaja i 4 rubna dijela u
obliku trokuta. Srednji sloj podijeljen je u 2 dijela duz neke linije jednog od

preostala dva sloja. Svaki se sloj moze slobodno zakretati.

Slika 5. Prikaz Square One kocke[11]

e Pyraminx
Pyraminx je slagalica u obliku tetraedra. Svaka je strana obojena razli¢itom bojom,

te je podijeljena na 9 trokuta koji su razdijeljeni u 3 sloja: prvi sloj sadrzi jedan



trokut, drugi sloj sadrzi tri trokuta, a treéi sloj sadrzi 5 trokuta. Cilj slagalice je

vratiti strane tetraedra u originalni polozaj.

Slika 6. Prikaz Pyraminx kocke [12]

e Oktogonalna prizma
Oktogonalna prizma mehanicki je identi¢cna Rubikovoj kocki. No, vertikalni kutni
stupci bojom se ne podudaraju s vertikalnim stupcima koji ¢ine lice. Zbog toga se
kutni stupci mogu smjestiti u bilo koji kut. To olaksava slaganje, no neke

kombinacije stupaca ne mogu se dobiti legalnim potezima.

Slika 7. Prikaz Oktogonalne prizme [13]

e Magic¢na kugla
Magicéna kugla poznata je i kao Rubikova sfera. Mehani¢ki je identi¢na
3x3x3x3 Rubikovoj kocki u operacijama i rjesenju. No, puno ju je teze uhvatiti i

zakretati njezine dijelove od standardne Rubikove kocke.



Slika 8. Prikaz Magic¢ne kugle [14]

e Oblo
Oblo je trodimenzionalna obla slagalica koju je izumio zagrepéanin Marko
Pavlovi¢. Sastoji se od vanjskog dijela koji je u jednom komadu u koji se slazu
drugi dijelovi koji su obojani u 4 boje. Oblo je izvrsna didakticka igracka za djecu

predskolskog uzrasta.

Slika 9. Prikaz Oblo slagalice [15]

Opisano je nekoliko slagalica koje su nastale na temelju Rubikove kocke. Ostale
varijacije koje nisu nabrojene su: Equator slagalica, Skewb, Megaminx, Rainbow

cube, Picture cube, Aleksandrova zvijezda, Rubikova zmija i mnoge druge.



24. 1ZGLED KOCKE

Rubikova kocka ima 6 obojenih strana, 26 kockica i 54 malih kvadrata. Razlikuju se rubne,
kutne i centralne kockice. 8 kutnih kockica mogu se medusobno izmjenjivati, ali nikad ne
mogu zauzeti mjesto rubne kockice. Takoder, 12 rubnih kockica ne mogu dospjeti na ugao

kocke. Kako bi se izracunao broj konfiguracija kocke, treba izracunati broj permutacija
kutnih i rubnih kockica [8].

8 kutnih kockica mogu se rasporediti na 8! = 40320 nacina. Svaka kutna kockica ima tri
orijentacije (boje) pa se prethodni broj mora pomnoziti s 38. Kada je kocka gotovo slozena,
broj moguéih poteza se smanjuje. Kad je na odgovaraju¢e mjesto postavljena predzadnja
kockica, zadnja ima samo jednu orijentaciju pa se 3% mora podijeliti s 3,
Sto daje 37 = 2187. Slijedi da je ukupan broj rasporeda kutnih kockica
40320 x 2187 =88, 179, 840 [1].

12 rubnih kockica mogu se rasporediti na 12! = 479, 001, 600 nacina. Kad je postavljena
treca odozada rubna kockica, preostale dvije mogu se raspodijeliti samo na jedan nacin pa
prethodni broj treba podijeliti s 2 (parnost permutacija rubnih kockica mora biti jednak
parnosti permutacija kutnih kockica), sto daje 239, 500, 800 nacina. Svaka rubna kockica
ima dvije orijentacije (boje), pa novo dobiveni broj treba pomnoziti s 2'2. Taj broj se

takoder mora prilagoditi jer zadnja rubna kockica ima fiksan poloZaj.

Dakle, 212 treba podijeliti s 2, $to daje 21! = 2048. Ukupan broj rasporeda rubnih kockica je
239, 500, 800 x 2048 =490, 497, 638, 400.

Ovo daje 43 trilijuna konfiguracija Rubikove kocke, tj.
88, 179, 840 x 490, 497, 638, 400 = 43, 252, 003, 274, 489, 856, 000 [2].

2.5. POTEZI NA KOCKI

Osnovnih poteza na Rubikovoj kocki ima 7. Radi lakseg razvoja teorije, vazno je
uvesti oznake osnovnih poteza. Oznake 6 osnovnih poteza odgovaraju oznakama za
odredene strane kocke. Oznake su sljedece [2]:

e F = okret prednje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.



e B = okret straznje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
e U = okret gornje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
e D = okret donje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
e R =okret desne strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.

e L =okret lijeve strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.

2.6. NATJECANJA

U slaganju Rubikove kocke odrzavaju se mnogobrojna natjecanja, a cilj je sloziti Rubikovu
kocku u sto kracem vremenu. Od 2003. godine sve je veci broj nacionalnih i medunarodnih
prvenstva u brzom slaganju kocke, a ¢ak ih je 33 odrzano 2006. godine. Svjetska udruga
Rubikove kocke organizira natjecanja u slaganju Rubikove kocke jednom rukom ili
nogom. Takoder, organiziraju se natjecanja gdje se Rubikova kocka slaze ispod vode u
“jednom dahu” ili pak vezanih ociju (natjecatelj promatra kocku, planira nacin kako sloziti
kocku, a zatim na temelju zapaméenih koraka vezanih ociju slaze kocku). Prvo natjecanje
odrzano je 13. ozujka 1981. godine u Minhenu, a organizirala ga je Guinnessova knjiga
svjetskih rekorda. Pobjednik tog natjecanja bio je Njemac Jury Froeschl kojemu je bilo
potrebno 38 sekundi da slozi kocku. Prvo svjetsko natjecanje odrzano je 5. lipnja 1982.

godine u Budimpesti. Kocka je bila izmjesana kompjuterski [2].

Slika 10. Prikaz natjecanja [3]

Od 19 natjecatelja, najbrze ju je slozio sesnaestgodisnji Minh Thai, vijetnamski ucenik iz
Los Angelesa. Potrebno mu je bilo 22.95 sekundi. Od 2003. godine pobjednik natjecanja se
odreduje u dvije kategorije. U prvoj kategoriji uzima se prosjec¢no vrijeme najboljih tri od
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pet pokusaja, a u drugoj najbolje vrijeme jednog pokusaja. U ozujku 2007. godine Francuz
Thibaut Jacquinot je postao prvi natjecatelj kojemu je bilo potrebno manje od 10 sekundi
da slozi kocku. Slozio je kocku u 9.86 sekundi. Trenutno najbolje vrijeme u jednom
pokusaju slaganja Rubikove kocke postavio je Australac Feliks Zemdegs 7. ozujka 2011.
[9].

Koristio je metodu Jessice Friedrich i slozio je kocku za nevjerojatnih 5.66 sekunde.
Sesnaestogodisnji Feliks takoder “drZi” rekord u prosje¢nom vremenu slaganja kocke koji
trenutno iznosi 7.64 sekunde. 17. ozujka 2010. godine, 134 ucenika Osnovne $kole Dr.
Challoner’s u Amershamu u Engleskoj su oborili svjetski Guinessov rekord za najveéi broj
ljudi koji su slozili Rubikovu kocku u 12 minuta. Prethodni rekord je ostvaren u prosincu
2008. godine u SAD-u kada je sudjelovalo 96 natjecatelja. Cak se i znanstvenici natjecu
tko ¢e izraditi najboljeg robota koji ¢e najbrze sloziti Rubikovu kocku. Robota Rubya su
osmislili studenti australskog Sveucilista Swinburne. Ruby uz pomo¢ sofisticiranog
softvera rjesava kompleksne algoritme i pronalazi brzinsko rjeSenje za Rubikovu kocku.
Prije nego li pocne slagati kocku, on skenira pocetni polozaj kocke kako bi “znao” koji
razultat treba dobiti. Super pametnom i brzom androidu je bile potrebno 10.18 sekundi da
slozi kocku. Prethodni rekord je postavio robot Cubinator kojemu je bilo potrebno 18.2
sekunde [9].
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3. GRUPE I KOMBINATORIKA RUBIKOVE KOCKE

U ovom dijelu rada definirat ¢e se kombinatorika rubikove kocke.

3.1. BROJ MOGUCNOSTI KOCKE

Kada se govori o kombinatorici i Rubikovoj kocki, najces¢e se misli na broj mogucih
stanja Rubikove kocke. Pri tome je jako vazno uzimaju li se u obzir samo stanja koja se
mogu dobiti potezima na Rubikovoj kocki ili i stanja koja se mogu dobiti rastavljanjem i
ponovnim sastavljanjem kocke. Za pocetak ¢emo izracunati broj svih stanja Rubikove
kocke (ukljucujuci ona koja se mogu dobiti samo rastavljanjem i ponovnim sastavljanjem
kocke). Vazno je razlikovati vrsne i bridne kockice.Pitanje je na koliko nacina se mogu
rasporediti vrsne, odnosno bridne kockice. Odgovor na to pitanje se nalazi u poznavanju

pojma permutacije skupa kao i u pravilu produkta.
Primjer [2]:

Neka je n € S i neka je dan n-clani skup S. Permutacija skupa S je svaka uredena n-torka
¢lanova skupa S .Na primjer skup S = 1, 2, 3. Jedna od permutacija skupa S je uredena

trojka (3,2,1). Idu¢i teorem govori o broju permutacija na zadanom skupu.

Broj permutacija n-¢lanog skupa je n!.

Broj permutacija 3-¢lanog skupa je 3! = 6. Primjerice, za 3-¢lani skup

{1, 2, 3}, sve permutacije su sljedece: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2),

(3,2,1).
Sada je jasno da vrSne kockice na Rubikovoj kocki, kojih ima 8, se mogu rasporediti na 8!
nacina, dok se bridne, kojih ima 12, mogu rasporediti na 12! nacina. Treba uoditi da se
srediSnje kockice ne mogu premjestati jer su fiksne. Nadalje, vrsne kockice se mogu

okrenuti na 3 nacina, a bridne na 2.

3.2. POTEZ -,,BOZJI BROJ“

Jos jedan zanimljivi kombinatoricki rezultat vezan je uz pojam ”Bozji broj. ”Bozji broj”
iznosi 20, a njegovo znacnje lezi u iskazu sljedeceg teorema. Najmanji broj poteza
potreban da se slozi Rubikova kocka (bez obzira na pocetno stanje) iznosi 20. Vrlo je
vazno napomenuti da se u ovom poglavlju pod pojmom potez na Rubikovoj kocki
podrazumijeva okret jedne od strana kocki. Tako je primjerice B jedan potez, ali isto tako
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je 1 B2 jedan potez. Takoder, zbog jednostavnosti, u ovom ¢e se poglavlju naglasavati kada
je rije¢ o opéem potezu na Rubikovoj kocki, to¢nije, op¢i potez koji nije osnovni potez

(niti je potez u smislu gornje napomene) nazivat ¢e se niz poteza [2].

Zanimljivo je Sto iako postoji priblizno 43 bilijardi mogucih stanja kocke, dovoljno je
samo 20 poteza da se iz bilo kojeg stanja slozi, tj. dovede u pocetno stanje. Medutim, to ne
zna napraviti niti jedan Covjek te se broj 20 zapravo odnosi na najmanji broj koji je

racunalu (ili ”Bogu”) dovoljan da slozi kocku. Od tu 1 dolazi naziv "Bozji broj”.

Treba istaknuti da to ne znaci da je za svako stanje kocke to istih 20 poteza. Namece se
jedno vrlo zanimljivo pitanje — kako je moguce znati da ”Bozji broj” iznosi upravo 20,
to¢nije — kako glasi dokaz prethodnog teorema? Odgovor na to pitanje moze Se potraZiti U

samoj povijesti otkrivanja ”Bozjeg broja”, odnosno ¢injenice da on iznosi 20.

Osobe koje su zaduzene za dolazenje do slutnje da ”Bozji broj” iznosi 20, nisu “odjednom”
dosle do tog broja, ve¢ su mu postepeno “konvergirale”. Prvi korak prema slutnji da je
“Bozji broj” jednak 20 dogodio se 1980. godine, kada se zakljucilo da je taj broj zasigurno
vedi 1li jednak 18. Do tog zakljucka se doSlo na temelju promatranja svih bitno razli¢itih
nizova poteza na Rubikovoj kocki koji se sastoje od 17 ili manje poteza. Ustanovilo se da
takvih nizova ima manje nego svih mogucih stanja kocke. Iz toga direktno slijedi da je

”Bozji broj” strogo veéi od 17, dakle zasigurno je vedi ili jednak 18 [9].

Logic¢ni korak dalje prema otkrivanju ”BoZjeg broja” je svakako, otkrivanje gornje granice
za taj broj. Ve¢ godinu dana nakon otkri¢a da je ”Bozji broj” ve¢i ili jednak broju 18,
Morwen Thistlethwaite dokazuje da je taj broj zasigurno manji ili jednak 52. Zatim, 1995.
godine Michael Reid dokazuje da je "Bozji broj” manji ili jednak 29. Iste godine, on
dokazuje da “Bozji broj” iznosi najmanje 20. Dakle, u tom trenutku je poznato (i
dokazano) da se ”Bozji broj” nalazi izmedu brojeva 20 i 29. Konac¢no, 2010. godine Tomas
Rokicki, Herbert Kociemba, Morley Davidson i John Dethridge dokazuju da je “Bozji

broj” ili manji ili jednak 20, dakle iznosi to¢no 20.

Treba napomenuti da ¢injenica da ”Bozji broj” iznosi toéno 20 ne znaci da je za svako
i ) ] J

stanje kocke potrebno tocno 20 poteza da bi se doslo do rjeSenja, ve¢ to znaci da je
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potrebno 20 ili manje pokreta (ocito, jer ako se primjerice zamisli stanje kocke koje je
nastalo nakon poteza R na ve¢ slozenoj kocki, zna se da je dovoljan samo jedan potez za
vracanje u sloZeno stanje, tj. potez R 1, dakle, svakako je u tom slu¢aju potrebno manje od

20 poteza).

Mnogi ljudi su se bavili otkrivanjem bozanskog algoritma za Rubikovu kocku. Taj
problem i danas pobuduje veliki interes kod matematicara i obozavatelja Rubikove kocke.

Postoje dva puta za trazenje bozanskog algoritma i bozanskog broja [9]:

e Osnovni potezi su okreti bilo koje strane za 90° ili za 180° . Stoga, u ovom slucaju,
bozanski broj je dijametar Cayleyevog grafa grupe G koja je generirana sa skupom
hL,R,U,D,F B,L2,R2,U2,D2, F2, B2 i. Takva metrika u kojoj je i okret za
180° osnovni potez krace ¢e se zvati i pisati HTM (eng. half-turn metric).

e Osnovni potezi su okreti bilo koje strane za 90° . Bozanski broj je dijametar
Cayleyevog grafa grupe G koja je generirana sa skupom hL, R, U, D, F, Bi. Takva

metrika ¢e se zvati QTM (eng. quarter-turn metric).

Potrebno je najmanje 18 poteza kako bi se slozila Rubikova kocka i taj broj oznacava
donju granicu. Pitanje je, koliko je potrebno najvise poteza, tj. koliko iznosi gornja
granica? Smatra se da je najtezi sluc¢aj za rjesavanje Rubikove kocke kad se sve kutne i
rubne kockice na Rubikovoj kocki nalaze u pravilnom polozaju, a rubne kockice nisu
pravilno orijentirane. Taj slucaj, kada je polozaj kocke najdalji od pocetnog polozaja, je
nazvan “superflip”. 1992. g. Dik T. Winter je pokazao da se taj slucaj moze rijesiti u 20
osnovnih poteza u HTM, a Michael Reid i Jerry Bryan su 1995. g. pokazali da je potrebno
24 osnovnih poteza u QTM [10].

Medutim, 1998. g. Reid je otkrio polozaj kojemu treba 26 osnovnih poteza u QTM kako bi
se vratio u pocetni polozaj, taj polozaj je nazvan “superflip sastavljen sa 4 tockice”. Prve
gornje granice su temeljene na “ljudskim” algoritmima. Smatralo se da bozanski broj
iznosi oko 100. No, takav pristup nije bio zadovoljavajuci, te su se trazili novi nacini i
pocela su se Koristiti racunala. Kombiniraju¢i najgore moguce slucajeve, Morwen

Thistlethwaite je otkrio da gornja granica iznosi oko 52.

Douglas Hofstadter je detaljno opisao Thistlethwaiteov algoritam u ¢asopisu “Scientific
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American”, 1981. g. Njemacki profesor matematike Herbert Kociemba je 1992. g.
poboljsao Thistlethwaiteov algoritam. Pomoc¢u tog algoritma, u vecini sluc¢aja je bilo
potrebno manje od 21 poteza da bi se slozila Rubikova kocka. Michael Reid je 1995.
godine dokazao da se svaka konfiguracija moze rijesiti u najvise 28 ili 29 osnovnih poteza
u HTM i u 42 osnovna poteza u QTM. 1997. g. Richard Korf je objavio svoj algoritam.
Korfov algoritam daje optimalno rjesenje, ali ne analizira najgore slucajeve i ne zna se
koliko osnovnih poteza je potrebno ovom algoritmu. Za daljnja poboljsanja, veliku ulogu
je imao Silviu Radu koji je svojom metodom pokazao da se svaka konfiguracija moze
rijesiti u 27 osnovnih poteza u HTM i 35 osnovnih poteza u QTM. No, ¢ak ni super
racunala nisu mogla istraziti sve moguce konfiguracije kako bi se pronasao najbolji put do

rjesenja [10].

Profesor Gene Cooperman i njegov student Daniel Kunkle sa Sveucilista Northeastern
razvili su inteligentnu matematicku i racunalnu strategiju kako bi racunalu olaksali
zadatak. Na primjer, ako je jedna strana u istoj boji, zadatak je rijesen. Takoder, dvije
konfiguracije smatrane su identi¢nima ako su dvije boje samo medusobno zamjenjene. Na
temelju toga, broj konfiguracija je smanjen na nesto vise od 1 x 1018. Nadalje, otkrili su da
se 15000 konfiguracija moze rijesiti okretanjem za pola kruga bez okreta za cetvrtinu
kruga te da je za njihovo rjesenje potrebno 13 ili manje poteza. Te konfiguracije nazvali su
“posebne konfiguracije”. Potom su istrazili kako bilo koju konfiguraciju pretvoriti u
“posebnu konfiguraciju”. U proces racunanja ukljucili su i super racunalo kojemu su
omogucili da izravno dolazi do podataka preciznim pohranjivanjem na tvrdom disku bez

pretrazivanja [10].

To ga je dodatno ubrzalo kao i koristenje njihovih strategija. Nakon 63 sata rada, racunalo
je doslo do zakljucka da je potrebno izvesti najvise 16 osnovnih poteza da bi se bilo koja
konfiguracija slozila u posebnu. Na temelju tog podatka, dosli su do zakljucka da je 29
osnovnih poteza dovoljno za rjesavanje svih konfiguracija Rubikove kocke. Budu¢i da to
nije bilo dovoljno za ostvarenje rekorda, dalje su istrazivali i ustvrdili su da se svaka
konfiguracija moze rijesiti u najvise 26 osnovnih poteza u HTM. Sve te rezultate, Gene
Cooperman i Daniel Kunkle su predstavili 29. srpnja 2007. g. u Waterloou u Ontariju.

Kalifornijski programer Tomas Rokicki je 2008. g. dokazao da je dovoljno najvise 25

osnovnih poteza za rjesavanje Rubikove kocke, a iste godine je objavio da ima dokaz da su
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dovoljna 22 osnovna poteza u HTM. Godinu dana kasnije dao je dokaz da je taj broj
jednak 29 u QTM. Metode za trazenje bozanskog broja lakse se primjenjuju u HTM nego u
QTM. Konac¢no, smatra se, ali nije jos sasvim dokazano da bozanski broj u QTM iznosi 26.
Opcenito vrijedi da se nxnxn Rubikova kocka moze optimalno rijesiti u @(n 2/log(n))
osnovnih poteza. Godine 2010. Tomas Rokicki, Herbert Kociemba, Morley Davidson i
John Dethridge su objavili trenuta¢ni zadnji dokaz u otkrivanju bozanskog broja. Uz
pomo¢ raCunala pokazali su da se sve konfiguracije Rubikove kocke mogu rijesiti sa

maksimalno 20 osnovnih poteza u HTM [10].

Istrazivaci su dosli do rezultata tako da su problem sveli na probleme koji su bili dovoljno
mali kako bi stali u memoriju modernog 29 racunala te se na takav nacin problem brze
rjesavao. Koriste¢i znanje o simetrijama te program kojeg su sami napisali, svaki problem
je uspjesno rjesen te su na kraju dosli do rezultata. Istrazivaéi tvrde: “Trebalo je 15 godina
nakon predstavljanja kocke da se nade raspored kockica iz kojeg se zagonetka moze rijesiti
u 20 osnovnih poteza. Primjereno je da se 15 godina nakon toga moze dokazati da se
kockice mogu posloziti u 20 osnovnih poteza iz svih pozicija”. No, interes za bozanski
algoritam 1 boZanski broj sigurno nece prestati. Taj problem ¢e se 1 dalje istrazivati 1 tko

zna $to donosi buduénost.

Postoji jo$ jedan problem vezan za graf grupe Rubikove kocke koji glasi: je li Cayley graf
za grupu Rubikove kocke Hamiltonov graf - Hamiltonov ciklus na grafu G je ciklus koji
sadrzi sve vrhove od G. Graf koji ima Hamiltonov ciklus zove se Hamiltonov graf.
Hamiltonov ciklus je slijed bridova koji formiraju put u grafu tako da se kroz svaki vrh
prode to¢no jedanput. Tada, problem grupe Rubikove kocke glasi: Neka je G grupa
Rubikove kocke. Ima li Cayleyev graf od G Hamiltonov ciklus, tj. moze li se svaka
konfiguracija Rubikove kocke “posjetiti” tocno jedanput koriste¢i osnovne poteze R, L, U,
D, F, B? To je poseban slucaj opcenitog nerijeSenog problema: za proizvoljnu
permutacijsku grupu sa danim skupom generatora, je li njezin Cayleyev graf Hamiltonov?

No, jos se ne zna efikasni algoritam za rjeSavanje tog problema [4].

3.3. GRUPE | PODGRUPE

Rubikova kocka se sastoji od 27 minijaturnih kockica, od kojih su 26 vidljivih, a kockica

koja je u sredistu zapravo ni ne postoji. Kako bi se lakse proucavala, notacija Rubikove
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kocke se nece vezati za boje, vec¢ ¢e se koristiti imena i slova. Na kocki se nalazi 8 kutnih
kockica koje imaju 3 vidljive strane, 12 rubnih kockica koje imaju dvije vidljive strane te 6

sredisnjih kockica koje imaju jednu vidljivu stranu.

Uobicajna je notacija koja je potekla od Davida Singmastera, pa se prema njemu naziva
Singmasterova notacija. On pretpostavlja da se na pocetku odabralo koja strana ¢e biti
gore, naprijed i desno te da se to nece mijenjati (to se postize tako da se zapamte boje

sredista prednje, gornje i desne strane) [4].

3.3.1. Grupe

Osnovni potez na Rubikovoj kocki je rotacija jedne strane za pravi kut u smjeru kazaljke
na satu. Singmasterova notacija za 6 osnovnih poteza glasi [4]:

e F (eng. Front): rotacija prednje strane,

e B (eng. Back): rotacija straznje strane,

e U (eng. Up): rotacija gornje strane,

e D (eng. Down): rotacija donje strane,

e L (eng. Left): rotacija lijeve strane,

e R (eng. Right): rotacija desne strane.

Slijed osnovnih poteza c¢ini potez. Na primjer, LRRRD znaci redom okrenuti lijevu, triput

zaredom desnu i jednom donju stranu kocke za pravi kut u smjeru kazaljke na satu.

Prije daljnjeg razmatranja Rubikove kocke, treba se prisjetiti §to je to grupa. Neka je G
neprazni skup. Svako preslikavanje: G x G — G sa Kartezijevog produkta skupa G sa

samim sobom u skup G zove se binarna operacija na skupu G.

Grupa je algebarska struktura koje se sastoji od nepraznog skupa G i binarne operacije *
koja je definirana za svaka dva elementa iz G,
(@, b) > ax*xb saG x GuG,iima sljedeca svojstva [4]:
e Zatvorenost: Va, b € G, axbeaG.
e Asocijativnost: Va, b, ¢ € G, (@*xb)*xc=ax(b=*c).
e Neutralni element: 3e € Gtako dajea x e = e * a = a, Va € G (neutralni element je

jedinstven, te se ponekad oznacavai s 1).

17



e Inverzni element: Va € G 3a' € G tako da je a * aJ = a' * a = e. Prema tomu, grupa

je par (G, ). Grupa (G, =) je komutativna ili Abelova ako jea b =b * a, Va,beG.

Grupa se naziva konacnom ukoliko je skup G konacan. Broj elemenata neke konacéne
grupe G se oznacava s G ili red (G) i zove se red grupe G. Tada, skup svih mogucéih poteza
na Rubikovoj kocki se moze oznaciti s G, pritom se dva poteza smatraju istim ako daju isti
rezultat (npr. okret desne strane je isto kao i okret desne strane u suprotnom smjeru tri
puta). Binarna operacija se moze definirati na idu¢i nacin: ako su X i Y dva poteza, tada X

Y oznacava potez gdje se prvo izvrsio potez X pa zatim potez Y. Par (G) ¢ini grupu [6].

Treba provijeriti sva svojstva kako bi se pokazalo da je skup (G, ) grupa [6]:
e Zatvorenost: jedan potez, nakon kojeg slijedi drugi potez ponovno daje potez koji
je element skupa G.
e Asocijativnost: u ovom slucéaju radi se operaciji koja je kompozicija funkcija, a
kompozicija funkcija je uvijek asocijativna.
¢ Neutralni element: potez koji nista ne mijenja na kocki.
e Inverzni element: svaki potez se moze izvesti unatrag i time ga ponistiti (nakon

svakog poteza nekim potezom iz skupa se moze vratiti kocka u pocetno stanje).

Stoga, skup svih poteza Rubikove kocke na kojem je definirana operacija uzastopnog
izvodenja elemenata tog skupa oznaceno nadopisivanjem, je grupa. No, grupa Rubikove
kocke (G, * ) nije Abelova, ne zadovoljava svojstvo komutativnosti. To se lagano moze

primjetiti na kocki: kocka razlic¢ito izgleda nakon DR, nego nakon RD.

Nekomutativnost grupe Rubikove kocke je vrlo vazno svojstvo. Kad bi svaka dva poteza
komutirala rjesavanje kocke bi bilo trivijalno. Treba se samo prebrojati koliko puta su
izvedeni potezi na pojedinim stranama i svaku stranu okrenuti do sljedeceg visekratnika od
4, jer je 4 red grupe ciji se elementi sastoje od kombinacija jednog od osnovnih poteza. Na
primjer, ako je 5 puta izveden osnovni potez R i 2 puta osnovni potez D, da vrijedi
komutativnost, kocka bi se vratila u svoj pocetni polozaj ako se izvede 3 puta osnovni

potez R i 2 puta osnovni potez D [6].

Izvodenje poteza je komutativno samo ako se radi o potezima sa samo jednom stranom.

18



Red grupe Rubikove kocke je broj koji oznacava koliko ima razlicitih konfiguracija kocke
koje se mogu dobiti primjenom osnovnih poteza, a taj broj iznosi 4.3 x 10%°.

Binarna operacija * ¢esto se izostavlja, pa se tako umjesto g * h moze pisati samo gh.
Stoga, grupa (G, * ) se moze zapisati samo sa G i oznacava grupu na kojoj je definirana

navedena binarna operacija.

3.3.2. Podgrupe

Kako bi se pokusala razumjeti grupa Rubikove kocke ¢iji je red ogroman, treba se krenuti
od jednostavnije situacije: razmatranja njezinih podgrupa. Zbog preglednosti i manjeg

broja slucajeva pogodnije su za objasnjenje i ilustriranje razli¢itih pojmova.

Primjer [6]:

Ve¢ spomenuti etveroélani skup Cs = X% X!, X2 X3, gdje je X jedan od moguéih 6
osnovnih poteza (R, L, U, D, F, B) je podgrupa grupe Rubikove kocke. To su
najjednostavnije podgrupe. Njihov red iznosi 4 jer broj elemenata u skupu je 4. Grupa C4
ima i jedno dodatno svojstvo: nije bitan redoslijed izvodenja poteza (isti je rezultat nakon
okreta jedne strane za 90°, pa za 180° ili obrnuto), tj. vrijedi svojstvo komutativnosti.
LR je podgrupa (tj. svake dvije suprotne strane ¢ine podgrupu): to je takoder trivijalna

grupa jer okreti dviju suprotnih strana su nezavisni i ima 16 elemenata.

R2U? je podgrupa: ta se grupa sastoji od svih poteza koji se mogu dobiti izvodenjem okreta
prvo desne pa gornje strane za 180° u smjeru kazaljke na satu. Ponavljaju¢i R?U? 6 puta

zaredom, kocka se vraca u svoj pocetni polozaj.

Za rjeSavanje Rubikove kocke veliku ulogu imaju klase (eng. coset) koje se definiraju na

sljede¢i nacin [1]:
Definicija 3.7 Neka je H podskup grupe G, tada za g € G vrijedi:

e gH={gh:h € H}je lijeva klasa podgrupe H u grupi G,
e Hg={hg:h e H} jedesna klasa podgrupe H u grupi G.
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3.4. GENERATORI GRUPA

Definicija 3.8 Neka je S c G. Sa (S) oznacava najmanja podgrupa od G koja sadrzi S.
Definicija 3.9 Neka je S © G podskup grupe G. S generira G (S je skup generatora od G)
ako G = (S) , tj. svaki element grupe G se moze zapisati kao konacan produkt elemenata

iz S i njezinih inverza (inverzi nisu nuzni ako se radi o konac¢noj grupi).

Primjer [6]:
e Svaki element grupe G se moze zapisati kao konacan slijed osnovnih poteza Ru-
bikove kocke, stoga je G = (D, U, L, R, F, B).
e Svaki element grupe C4 se moze zapisati uz pomo¢ osnovnog poteza X, stoga za
svaki X =D, U, L, R, F, B, vrijedi C4 = (X).

Grupa G je ciklicka ako je generirana jednim elementom, tj. ako postoji g € G sa
svojstvom da je G = (g). Element g se zove generator grupe. Grupa Cs je ciklicka grupa.

Njezin generator je osnovni potez X.

Sljede¢a propozicija je veoma korisna za Rubikovu kocku jer govori da je umjesto
svojstava svih mogucih 1020 poteza, dovoljno razumjeti svojstva 6 osnovnih poteza

Rubikove kocke.

Neka je S € G podskup konaé¢ne grupe G. Neka su zadovoljena sljedeca dva uvjeta [1]:
e Svaki element iz S i inverz svakog elementa iz S zadovoljavaju svojstvo P.
e Ako g € Gih e G zadovoljavaju svojstvo P, tada i gh zadovoljava svojstvo P.

Tada, svaki element iz (S) zadovoljava svojstvo P.

Dokaz: Svaki element iz (S) se moze zapisati u obliku s;*! « s « « « 5.*1 gdje je
neN,asi,i=1,...,nelementi iz S. Dokaz se provodi indukcijom po n:
e Bazaindukcije: zan=1, s;*! zadovoljava svojstvo P
e Induktivna pretpostavka: pretpostavlja se da s;*! « « « s .1 *! zadovoljava svojstvo P
e 3. Korak indukcije: uz pomo¢ induktivne pretpostavke vrijedi: produkt s,*!' je
produkt dvaju elemenata koji zadovoljavaju svojstvo P, pa zbog toga i on takoder

zadovoljava svojstvo P.
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Kako se radi o kona¢noj grupi, poput grupe Rubikove kocke, treba primjetit da se iz uvjeta
1. prethodne propozicije moze izbaciti dio da inverzi elemenata iz S zadavoljavaju
svojstvo P. Zaista, svaki element s € S je kona¢nog reda (jer je red elemenata maniji ili

jednak redu grupe) te postoji n € N takav da je s" = e.

Djelovanje grupe je jo$ jedan u nizu matematickih pojmova koji se na jednostavan nacin
moze razumjeti uz pomo¢ Rubikove kocke. (Desno) djelovanje grupe grupe (G, *) na
neprazni skup A je preslikavanje A X G — A koje zadovoljava sljedeca svojstva [1]:

o (acgl)eg2=a-+(gl xg2)Vvgl,g2€G,aeA

e ac+c=aVac€ A (ejeneutralni element grupe G).

Neka je G grupa Rubikove kocke i jedna konfiguracija Rubikove kocke. Tada vrijedi [1]:

e Nakon $to se primijeni potez M1, dobije se nova konfiguracija Rubikove kocke C ¢
M1. Nakon primjene poteza My, konfiguracija postaje (C ¢« Mi1) * M». Znadi, na
pocetnu konfiguraciju primijenjen je potez MiM,. Drugi nain pisanja nove
konfiguracije je C*(M1M3). Stoga je (C*M1)*Mz = C+(M1M>), za sve konfiguracije
C i poteze M1M> € G.

e Ako se ne primijeni niti jedan potez (neutralni element e € G), tada se konfiguracija

ne mijenja, tj. C+ e =C.

Znaci, elementi grupe Rubikove kocke (elementi su potezi na Rubikovoj kocki) djeluju na
elemente nekog skupa (skup konfiguracija Rubikove kocke). Ako postoji djelovanje grupe
G na skup A, onda se kaze ”G djeluje na A”. Grupa G djeluje na skup svih konfiguracija
Rubikove kocke (skup sadrzi i konfiguracije koje nisu valjane). Neka G djeluje na skup A.
Orbita od a € A je skup {a * g : g € G}. G djeluje na skup svih konfiguracija Rubikove

kocke. Orbita pocetne konfiguracije je skup svih valjanih konfiguracija Rubikove kocke.
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4. METODOLOGIJA I KONFIGURACIJA KOCKE

U ovom dijelu rada definirat ¢e se metodologija i konfiguracije kocke, kako bi se dao sto

bolji uvid u samu problematiku rubikove kocke.

4.1. KONFIGURACIJA KOCKE

Rubikova kocka je “jednostavna” slagalica iza koje stoji “ozbiljna” matematika. No, glavni
cilj ove slagalice je iz bilo koje konfiguracije, skupom poteza se vratiti u pocetni polozaj,

tj. upolozaj gdje je svaka strana kocke u jednoj boji.

Konfiguracije Rubikove kocke odredene su sa 4 podatka [4]:

e polozaj kutnih kockica
e polozaj rubnih kockica
e orijentacija kutnih kockica

e orijentacija rubnih kockica.

Prvi podatak se moze opisati kao preslikavanje ¢ € Sg koje premjesta kutne kockice iz svog
poc¢etnog polozaja u neki novi polozaj. Drugi podatak se moze opisati kao preslikavanje t
€ S12 koje premjesta rubne kockice u novi polozaj. Za treci i ¢etvrti podatak vazna je samo
pravilna notacija. Osnovna ideja je zapamtiti notaciju pocetne orijentacije i zapisati na koji

se nacin notacija nove orijentacije razlikuje od notacije poc¢etne orijentacije.

Notacija orijentacija kutnih kockica se moze opisati na sljede¢i nacin: Svaka kutna
kockica ima 3 moguce orijentacije koje se mogu numerirati brojevima 0, 1 i 2. Neka se
Rubikova kocka nalazi u pocetnom polozaju i neka jedna strana svakog kutnog prostora
sadrzi broj kao sto slijedi [4]:

e 1 se nalazi na u strani ufl prostora

e 2 se nalazi na u strani urf prostora

e 3 se nalazi na u strani ubr prostora

e 4 se nalazi na u strani ulb prostora

e 5senalazi na d strani dbl prostora

e 6 se nalazi na d strani dIf prostora
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e 7 senalazi na d strani dfr prostora

e 8 se nalazi na d strani drb prostora.

Znaci, svaki kutni prostor ima numeriranu jednu stranu. Stoga, svakoj kutnoj kockici jedna
strana lezi na numeriranoj strani kutnog prostora. Ta strana neka je oznacena s 0. Sljedece

dvije strane, gledaju¢i u smjeru kazaljke na satu, neka su oznacene s 11 2.

Tada se na svakoj strani kutnih kockica nalazi broj. Ako se Rubikova kocka nalazi u bilo
kojoj konfiguraciji, orijentacija kutnih kockica se opisuje na sljede¢i nacin: za svaki i
izmedu 1 i 8, treba naéi stranu kutnog prostora koja je oznacena sa i, pritom X; oznacava
broj koji se nalazi na strani kutne kockice koja ”zivi” na toj strani kutnog prostora. Stoga,
orijentacija kutnih kockica se oznacava sa uredenom 8-orkom x = (Xu, . . ., Xg). Budu¢i da
kutna kockica koja je triput zaokrenuta ima istu orijentaciju kao i kutna kockica koja je
nula puta zaokrenuta, X; se moze promatrati kao element skupa cijelih brojeva modulo 3

(element iz Z/3Z), tj. x je uredena 8-orka elemenata iz (Z/3Z) [4].

Na isti nain se moZe opisati orijentacija rubnih kockica. Rubni prostori neka budu
oznaceni na sljede¢i nacin [1]:
e 1 se nalazi na u strani ub prostora
e 2 se nalazi na u strani ur prostora
e 3 se nalazi na u strani uf prostora
e 4 senalazi na u strani ul prostora
e 5senalazi na b strani Ib prostora
e 6 se nalazi na b strani rb prostora
e 7 se nalazi na f strani rf prostora
e 8 se nalazi na f strani If prostora
e 9 se nalazi na d strani db prostora
e 10 se nalazi na d strani dr prostora
e 11 se nalazi na d strani df prostora

e 12 se nalazi na d strani dl prostora

Svaka rubna kockica ima stranu koja lezi na numeriranoj strani rubnog prostora. Ta strana

oznacena je s 0, a druga strana rubne kockice oznacena je s 1. Stoga, Yi je broj Kkoji se
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nalazi na strani rubne kockice koja se nalazi na strani rubnog prostora numeriran sa i. To
definiray € (2/22)%.

No, od moguéih 5.19 x 10?° konfiguracija Rubikove kocke, nisu sve valjane. Konfiguracija
Rubikove kocke je valjana ako se moze dobiti slijedom poteza na kocki koja se nalazi u

pocetnom polozaju.

Sljedeci teorem daje karakterizaciju valjanih konfiguracija [1]:

Konfiguracija (o, t, X, y) je valjana ako i samo ako sgn ¢ =sgn t, Xxi=0(mod 3) i
Yyi =0 (mod 2).

Teorem pokazuje da od svih moguc¢ih konfiguracija Rubikove kocke, ”samo” je 1 valjana.

To znadi da postoji vise od 4.3 x 10*° valjanih konfiguracija, $to nije mali broj.

Osnovni potez R se moze zapisati kao: R=(rfu rub rbd rdf)(ru rb rd rf).

Ciklus kutnih kockica se sastoji od neparnog broja transpozicija, pa preslikavanje ¢ € Sg
ima predznak —1. Ciklus rubnih kockica sa sastoji od neparnog broja transpozicija, pa
preslikavanje t € S1» takoder ima predznak 1. Orijentacija kutnih kockica je x = (0, 1, 2, 0,
0,0,2,1).

4.2. RUBIKOVA KOCKA U MODERNOM SVIJETU

Rubikova kocka ve¢ 30-ak godina privlac¢i paznju cijelog svijeta. Dobila je svoje mjesto i u
engleskom rje¢niku, a u Muzeju moderne umjetnosti u New Yorku nalazi se stalna izlozba
posvecena Rubikovoj kocki. Slaganje Rubikove kocke koristeno je u mnogim filmovima i
TV serijama kao nacin pokazivanja inteligencije glavnih likova. Stoga, Rubikova se kocka
pojavljuje u filmovima Armageddon, Dude, Where’s My Car?, My Name is Khan, 3 Idiots,
Let the Right One In, Wall-E, Hellboy, Being John Malkovich i TV serijama The Fresh
Prince of Bel-Air, Seinfeld, Doctor Who, Everybody Hates Chris, The Simpsons i mnogim
drugim [1].

Rubik, nevjerojatna kocka je crtani film u kojemu je glavni lik osjetljiva Rubikova kocka, a
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Rubikova kocka se pojavljuje i u glazbenom spotu pjesme Viva Forever grupe Spice Girls.
Rubikova kocka se redovito pojavljuje kao motiv u umjetnosti. U New York-u se nalazi
skulptura u obliku Rubikove kocke, a veliki primjerak Rubikove kocke izgraden je na

Sveucilistu u Michiganu.

4.3. MEHANIKA KOCKE

Standardna Rubikova kocka mjeri 5,7 cm sa svake strane. Slagalica se sastoji od dvadeset
Sest jedinstvenih minijaturnih kockica, koje se nazivaju i "kockice". Svaka sadrzi skriveni
unutarnji nastavak koji visi za ostale kocke, omoguc¢avajuci im premjestanje na razlicita
mjesta. Medutim, srediste kocke svakog od sest lica samo je jedna kocka procelja; svih sest
su pri¢vrséeni u jezgru mehanizma. Oni pruzaju strukturu za ostale dijelove koji stoje i
okrecu se. Dakle, postoji dvadeset i jedan komad: jedan presjek jezgre koji od presjeka tri
osi drzi Sest sredista kvadrata na mjestu, ali i omogucuje da se okrecu, i dvadeset manjih

komada plastike koji se uklapaju u oblik presavijene slagalice [1].

Svaki od Sest sredisnjih komada zakre¢e se odvijacem koji drzi sredisnji dio,
Htrodimenzionalnim krizem®. Opruga izmedu svake glave vijka i odgovarajuceg dijela
pritisne dio iznutra, tako da cjelokupni sklop ostaje cjelovit, ali se i dalje moze lako
upravljati. Vijak se moze zategnuti ili opustiti kako bi se promijenio "osjecaj” kocke.
Novije sluzbene kocke marke Rubik imaju zakovice umjesto vijke, pa ih nije moguce

podesiti.

Kocka se moze rastaviti bez vecih poteskoc¢a, obi¢no rotiranjem gornjeg sloja za 45°, a
zatim povlacenjem jednog ruba kocke s druga dva sloja. Stoga je ovo jednostavan nacin

"slaganja" kocke tako da se razbije na komade i zatim presavije u slozeno stanje.

Postoji sest sredisnjih dijelova koji prikazuju po jedno obojeno lice, dvanaest rubnih
dijelova koji prikazuju dva obojena lica, a osam kutnih dijelova koji prikazuju tri obojena
lica. Svaki dio pokazuje jedinstvenu kombinaciju boja, ali nisu sve kombinacije prisutne
(na primjer, ako su crvena i narancasta na suprotnim stranama kockice, ne postoji rubni dio
na narancastoj i na crvenoj strani). Polozaj tih kockica u odnosu jedan prema drugom moze
se mijenjati okretanjem vanjske trec¢ine kocke za 90°, 180° ili 270°, ali polozaj obojenih

strana u odnosu na svaku drugu u stanju dovrsene slagalice ne moze se mijenjati: to se
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fiksira iz relativnog polozaja sredista trgovi. Medutim, postoje i kocke s alternativnim
rasporedom boja; na primjer, sa zutom naspram zelene, plavom i bijelom, crvena i

narancasta ostaju jedna nasuprot drugoj [1].

Douglas Hofstadter objavio je Scientific American u srpnju 1982. godine, navode¢i da se
kocke mogu obojiti na takav nac¢in da su kutovi i rubovi naglaseni, umjesto lica koja se
inace uzimaju kao standard pri bojenju; ali niti jedno od ovih alternativnih bojanja nikada

nije postalo popularno.

4.4. PROCES SLAGANJA KOCKE

Proces je objasnjen kroz 12 etapa [8]:
1. korak
Staviti kocku pred sebe na stol i uvjeriti se koja je strana kocke prednja, gornja,

lijeva, desna, donja i straznja.

2. korak
Srednja kockica svake strane je ona koja se nalazi u sredini. Srednja kockica
odreduje kakve boje treba biti pojedina ploha. Ako je srednja kockica zelena,
tada cijela ta strana treba biti zelena. Uociti Sest boja: zelena, bijela, crvena,

narancasta, plava i Zuta.

3. korak
Vjezbati okretanje svake strane u smjeru kazaljke na satu i obrnuto. Na primjer
okrenuti desnu plohu u smjeru kazaljke na satu znaci okrenuti je desnom rukom
od sebe, a okrenuti lijevu stranu u smjeru kazaljke na satu znaci okrenuti je
lijevom rukom prema sebi. Prednja i gornja strana u smjeru kazaljke na satu se

okrec¢u u desno.

4. Kkorak
Poloziti kocku tako da gornja strana bude zelene boje. Pokusati sloziti kriz od
zelenih kockica. Pri tome treba uskladiti srednje dvije kockice bo¢nih strana
tako da budu jednake boje. Pri tome je moguce nai¢i samo na jednu teskocu i to

kad je potrebno zamijeniti mjesta bojama koje pripadaju istoj kockici. Na
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primjer zeleno i bijelo, pri ¢emu se zeleno nalazi bo¢no, a bijelo gore. Postaviti

kocku tako da se gleda u kockicu ¢ije boje treba zamijeniti.

korak

Sada je gornja, zelena strana slozena u kriz od 5 kockica koje ujedno pasu s
treba imati zelenu plohu i dvije plohe onih boja koje su boje bo¢ne strane u tom
uglu. Takvu kockicu treba namjestiti u donji red desno i zatim uzastopno
izvoditi algoritam polaganja vrsne kockice dok se ne poslozi na pravo mjesto u

pravi polozaj. Tako treba poloziti svaku od Cetiri vr$ne kockice.

Korak
Okrenuti kocku tako da slozena zelena ploha bude donja strana, a ono sto ce

naknadno biti zuta ploha je sada gore.

korak

Promotriti srednju kockicu gornjeg vijenca koja u sebi nema zute boje. Nju
treba namjestiti tako da se boc¢na boja poklopi sa srednjom kockicom bo¢ne
strane. Npr. Ako srednja kockica gornjeg vijenca ima bo¢no crvenu i gore bijelu
boju, okreée se gornji vijenac dok se ne uskladi crvena boja na crvenu bo¢nu

stranu. Bijela strana je onda okrenuta gore.

korak

Gornja strana srednje kockice moze traziti desno ili lijevo. To znaci da se ploha
iste boje kao S§to je gornja strana moze nalaziti ili lijevo ili desno ako se gleda u
tu kockicu.

korak

Promotriti gornju, zutu plohu. Cilj je napraviti zuti plus (kriz). To se
jednostavno radi ponavljanjem jednog algoritma ali uz napomenu da treba
pratiti $to se dogada s zutim stranama. Ako se one posloze u obliku slova | od
tri strane onda ih treba postaviti u gornji lijevi kut, ako se one posloze u liniju

od tri strane onda tu liniju treba postaviti od lijeva prema desno.
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10.

11.

12.

korak

Sada je zuti kriz gotov i treba ga poloziti tako da mu se boc¢ne strane posloze
prema boc¢nim bojama ploha. To vjerojatno ne¢e odmah biti moguce, zato se
najprije treba posloziti desna boja i straznja boja. Ako ni to nije moguce
uzastopno izvoditi algoritam za podesavanje bocnih strana kriza. Nekad je
dovoljno jedno ponavljanje, nekad vise, ali pravilnim izvodenjem tog algoritma
ne rusi se ono §to je ve¢ slozeno. Provjeriti da li je moguée posloziti desnu i

straznju stranu prije nego ponovite algoritam.

korak

Ostale su cetiri bo¢ne kockice koje moraju biti na pravom mjestu. To znaci da,
na primjer, zuto-naranc¢asto-bijela kockica treba biti na uglu gdje se spajaju
zuta, narancasta i bijela ploha. Mozda je tamo, ali najvjerojatnije nije. Kako
god, ne dirati nista . Za taj postupak obavezan je algoritam namjestanja vrsnih
kockica kako se ne bi porusilo ono sto je ve¢ sagradeno. Jedini uvjet kojeg treba
znati prije izvodenja algoritma je da ukoliko ve¢ postoji neka kockica koja se

nalazi na dobrom uglu treba okrenuti kocku tako da to bude desni ugao.

korak

Sada se sve kockice nalaze na dobrom uglu, ali nisu jo$ pravilno okrenute. Ovo
je pitanje povjerenja. lzvodi se jedan ve¢ nauéeni algoritam i to tako da ¢e se
pritom porusiti sve sagradeno, ali na kraju ¢e sve do¢i na svoje mjesto. Dakle,
jednu od kockica koje treba sloziti staviti u desni ugao. Strana koja je sada
prednja treba ostati prednja do kraja. Izvoditi algoritam polaganja vr$ne kockice
toliko puta dok se kockica ne poloZi u Zeljeni poloZaj (zuta strana gore). Svaki
put kada se izvodi algoritam potrebno je izbrojati sva cetiri koraka i tek onda
provjeriti da li je kockica dobila svoj dobar polozaj. Ako nije, ponoviti
algoritam. Ako je, okretati samo gornju stranu u smjeru suprotnom od kazaljke
na satu sve dok sljedeca vrsna kockica koju treba poloziti pravilno ne dode na

to mjesto: desno u uglu.
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5. ZAKLJUCAK

U ovom radu se definirala problematika Rubikove kocke, odnosno njezina
struktura, povijest, mogucénosti i metodologija slaganja. Rubikova kocka je
trodimenzionalna mehanicka igracka, koju je 1974. godine izumio madarski Kipar i
profesor arhitekture Erno Rubik. Rubik je igracku prvobitno nazvao "Carobna kocka" i
licencirao je 1980. godine, a ona je dozivjela nezapamcen uspjeh, prvo u Njemackoj, gdje
je 1980. proglasena igrackom godine, a zatim i Sirom svijeta. Do 2005. je prodano preko
300 milijuna primjeraka ove igracke. Postoji nekoliko inac¢ica Rubikove kocke. U klasi¢noj
inacici, svaka od Sest strana kocke ima 9 kvadratica (u bijeloj, crvenoj, narancastoj, plavoj,
Zutoj 1 zelenoj boji), koje treba sloziti tako da svaka strana bude jednobojna. Matematicari
su izracunali da postoji oko 43 trilijuna kombinacija kocke. Unato¢ tome, kocku je moguce
sloziti u ispod 30 poteza. Dovoljno je samo 20 poteza da se kocka slozi iz bilo kojeg stanja,
ali zbog ¢injenice da to nitko ne zna napraviti, 20 se naziva “Bozjim brojem”. Vaznost
rubikove kocke je viSestruka, kao igracka vazna je najmladima, ali i starijima. Nadalje
prepoznata je i u znanstvenom smislu pa je sve vise ljudi proucava i istrazuje. Kao pojava

popularna je diljem svijeta.
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POPIS KRATICA

HTM (eng. half-turn metric)
QTM (eng. quarter-turn metric)

zakret do pola kruga

zakret do Cetvrtine kruga
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