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Uvod

Teorija grafova je grana matematike koja proucava grafove i njihova svojstva.
Zacetke vuce jos od 18. stolje¢a i poznatog Eulerovog problema koenig-
sberskih mostova. Takoder veliki doprinos ovoj grani matematike je dao ir-
ski matematicar Sir William Rowan Hamilton. U ovom radu ¢emo se najvise
baviti problemom kojeg je zadao Hamilton, tj. problemom trazenja Hamil-
tonovog ciklusa.

U prvom poglavlju su definirani osnovni pojmovi iz teorije grafova koji ¢e
nam biti potrebni za daljni rad i proucavanje samih Hamiltonovih ciklusa.
U drugom poglavlju prelazimo na problem. Definiramo Hamiltonov ciklus
i obradujemo nuzne i dovoljne uvjete da bi graf bio Hamiltonov. Takoder
definiramo jos neke pojmove kao Sto su zilavost i zatvorenje grafa koji nam
olaksavaju razmatranje Hamiltonovih grafova.

Dakle, osnovni cilj ovog rada je pojasniti i olaksati trazenje, odnosno utvrdivanje
sadrzi li graf Hamiltonov ciklus.

Svako poglavlje je upotpunjeno konkretnim primjerima da bismo imali bolji

uvid u ono ¢ime se bavimo.
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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi teorije grafova

1.1 Osnovne definicije

Teorija grafova je mlada i moderna matematicka disciplina koja ima sve
rasireniju primjenu. lako zacetak teorija grafova datira jos od davne 1736.
godine i Eulerovog problema koenigsberskih mostova tek se krajem 1970ih
godina pocela prihvacati sluzbena terminologija vezana za pojmove u teoriji
grafova. U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove koje ¢emo koris-

titi u daljnjem radu.

Definicija 1.1 Graf je uredeni par G = (V, E), gdje je V neprazan skup
cije elemente nazivamo vrhovima grafa, a E je multiskup kojem su ele-
menti dvoclani multiskupovi skupa V', elemente skupa E nazivamo brido-

vima grafa.

Uobi¢ajeno ¢emo oznacavati skup vrhova grafa G sa V(G), a skup bridova
sa E(G). Takoder zbog jednostavnosti zapisa ¢emo umjesto za brid {u,v}
pisati uv. Govorimo da brid uv spaja vrhove u i v, tj. da su vrhovi u i v

susjedni i da je brid uv incidentan s vrhovima u i v te da su u i v krajevi
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brida uwv.
Petlja je brid koji spaja vrh sam sa sobom.
Kazemo da su dva ili vise bridova paralelni ako spajaju iste vrhove.

Visestruki brid je skup medusobno paralelnih bridova.

Definicija 1.2 Za graf G = (V, E) kaZemo da je jednostavan ako ne sadrzi

ni petlje ni visestruke bridove.

Kako ¢emo se mi u daljenjem radu baviti samo jednostavnim grafovima,
pojam grafa ¢e se odnositi isklju¢ivo na jednostavni graf.

Promotrimo sada jedan primjer grafa. Neka je G = (V, E), V = {u,v,w, z},
E = {uv,vw,uz,vz}. Na Slici [L.1] je prikazan graf G.

Slika 1.1: Gore navedeni graf G
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Definicija 1.3 Red grafa G = (V, E) je broj vrhova |V (G)]|.
Definicija 1.4 Veli¢ina grafa G = (V, E) je broj bridova |E(G)|.

Sada uvodimo pojam koji se odnosi na broj bridova incidentnih pojedinom

vrhu.

Definicija 1.5 Stupanj vrha v u grafu G je broj bridova incidentnih s tim
vrhom. Oznacavamo ga s degs(v) ili jednostavnije deg(v) ako se zna na koji

se graf to odnosi.

Definicija 1.6 Za graf G kaZemo da je r-regularan, ako su mu svi vrhovi

stupnja r. Vrijednost r nazivamo stupanj reqularnosti grafa.

Najmanju vrijednost stupnjeva grafa G' oznacavamo §(G).

Uoc¢imo da za r-regularan graf G vrijedi §(G) = r.

Slika 1.2: Primjer grafa koji nije r-regularan i vrijedi 6(G) = 2
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Kako su grafovi prije svega uredeni parovi skupova prirodno se postavlja
pitanje, sto dobijamo gledajué¢i njihove podskupove. Stoga ¢emo definirati

pojmove koje dobijamo gledajué¢i podskupove skupova vrhova i bridova.

Definicija 1.7 Neka je G = (V, E) graf te neka je V(H) C V(G). Ako je
E(H) skup kojem su elementi tocno dvoclani podskupovi iz V(H) takav da
vrijedi E(H) C E(G), onda kazemo da je graf H = (V(H), E(H)) podgraf
grafa G i pisemo H C G. G tada nazivamo nadgraf grafa H. Dodatno, ako
je HC G iV(H)=V(Q), kazemo da je H razapinjujuéi podgraf grafa G.

Sada ¢emo vidjeti kakvim sve operacijama mozemo konstruirati podgrafove.
Najjednostavniji primjer je uklanjanjem bridova. Ako je uv brid u grafu G,
tada je graf G —uwv graf koji se dobije kada se grafu G ukloni brid uv. Ocito je
G — uv razapinjujuci podgrafa grafa G. Analogno vrijedi za podskup bridova
E' C E, graf G — E’ je graf koji se dobije kada se grafu GG uklone bridovi iz
E'.

Na slican nac¢in definiramo G — u, gdje je u € V(G), to je graf koji se
dobije kada se grafu G izbaci vrh u i svi bridovi njemu incidentni. Analogno
definiramo 1 G — V', gdje je V' C V(G), kao graf koji se dobije kada se grafu
G izbace sve vrhovi iz V' i svi bridovi njima incidentni. Uvodimo jos oznake
G + uv, je oznaka za graf iz kojeg se uklanjanjem brida uv dobije to¢no graf
GG. Analogno se definira G + F, gdje je F' neki skup bridova.

Pogledajmo sada na primjeru sa Slike sto dobijemo kada izbacimo brid

xTz.
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Na Slici [I.3] vidimo kako izgleda G — zz.

Slika 1.3: G — zz

Na Slici [I.4] vidimo kako izgleda G — v.

Slika 1.4: G —wv
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Sada kada smo definirali pojam podgrafa i vidjeli osnovni na¢in dobivanja

podgrafa, uvodimo jos dvije definicije vezane za dobivanje podgrafa.

Definicija 1.8 Neka je G = (V, E) graf i S C V. Podgraf induciran
skupom vrhova S je graf kojem je skup vrhova tocno skup S, a skup bridova

su svi bridovi grafa G kojima su oba kraja sadriana u S. Oznacavamo ga

G[S].

Definicija 1.9 Neka je G = (V,E) graf i FF C E. Podgraf induciran
skupom bridova F je graf kojem je skup vrhova podskup od V' takav da je
svaki vrh incidentan s barem jednim bridom iz F', dok mu je skup bridova

to¢no skup F. Oznacavamo ga s G[F].

Za podgraf H grafa G kazemo da je inducirani podgraf ako vrijedi da su

dva vrha susjedna u H ako i samo ako su susjedna u G.

Definicija 1.10 Neka su G, = (Vi, Ey) i Gy = (V,, Es). Spoj grafova G,
i Gy je graf G = (V, E) gdje je skup vrhova V. = V3 U Vy, a skup bridova
E = E1 U Ey U{uv;u € Vi,v € Vo}. Oznacavamo G = Gy V Gs.

Sada kada smo definirali sve operacije na grafovima koje ¢e nam biti potrebne
za daljni rad uvodimo jos jedan pojam koji se pojavljuje u gotovo svakoj

matematickoj teoriji, pojam ”biti izomorfan”.

Definicija 1.11 KaZemo da su dva grafa G = (V(G), E(G)) i H = (V(H), E(H))
tzomorfna ako postoje bijekcije f : V(G) — V(H) i g : E(G) — E(H)
takve da je vrh v € V(G) je incidentan bridu vw € E(G) ako i samo ako
je f(v) incidentan bridu g(vw). Uredeni par (f,g) nazivamo izomorfizam

grafova G i@ H. Pisemo G = H.
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Ocito je relacija biti izomorfan relacija ekvivalencije. Na Slici vidimo

primjere izomorfnih i neizomorfnih grafova.

by
ey T2 &

T3

Slika 1.5: (a) su izomorfni grafovi, (b) neizomorfni
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1.2 Povezanost

U ovom poglavlju ¢emo se upoznati s pojmom povezanosti, laicki receno
pitamo se mozemo li "prosetati” od jednog vrha do drugog.
Uvedimo nekoliko osnovnih pojmova da bolje razumijemo $to bi to znacilo

" proSetati se”.

Definicija 1.12 Setnja W u grafu G je konacni niz vrhova v; i bridova e;
Vo€oV1€1..., RV, Pri cemu mora vrijediti da su krajevi brida e; vrhovi v;_q @

v;. KazZemo da vrhovi vy © v povezani setnjom.

Definicija 1.13 Staza u grafu je setnja u kojoj su svi bridovi medusobni

razliciti.
Definicija 1.14 Put u grafu je staza u kojoj su svi vrhovi medusobno razliciti.

Definicija 1.15 Duljina puta izmedu vrhova u i v je broj bridova na tom

putu.

Definicija 1.16 KaZemo da su dva vrha u i v povezana u grafu G, ako

postoji put od u do v u grafu G.

Ocito je relacija ”biti povezan” relacija ekvivalencije na skupu vrhova grafa.

Definicija 1.17 Udaljenost dvaju povezanih vrhova u i v je duljina
najkraceg puta izmedu tih dvaju vrhova. Oznacava se d(u,v). Ako vrhovi u

i v nisu povezani pisemo d(u,v) = oo.
Sada mozemo definirati povezan graf.

Definicija 1.18 Za graf G kaZemo da je povezan ako su mu svaka dva vrha

povezana, u protivnom kaZemo da je nepovezan.
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Promotrimo sada nepovezane grafove. Uo¢imo da u svakom nepovezanom
grafu mozemo uociti podgrafove koji su povezani, takve podgrafove ¢emo

nazivati komponente povezanosti. Uvedimo i formalnu definiciju.

Definicija 1.19 Povezani podgraf grafa G koji nije podgraf nijednog dru-
gog povezanog podgrafa grafa G nazivamo komponenta povezanosti. Broj

komponenti povezanosti grafa G éemo oznacavati s ¢(G).

Ocito je ¢(G) = 1, za svaki povezani graf G. Na Slici [L.6| vidimo nepovezan

graf koji ima 2 komponente povezanosti.

Slika 1.6: Nepovezan graf s 2 komponente povezanosti

Primjetimo da uklanjanje samo jednog brida ili vrha grafa moze rezultirati
grafom s povecanim brojem komponentni. Definirajmo takve bridove, tj.

vrhove.

Definicija 1.20 Neka su u ¢ uv vrh odnosno brid grafa G. KaZemo da je u
rezni vrh grafa G ako vrijedi ¢(G) > ¢(G — u). Analogno za uv kaZemo da

je rezni brid ako vrijedi ¢(G) > ¢(G — uv).
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Prethodnu definiciju mozemo malo poopé¢iti, tj. definirati za skup vrhova

odnosno bridova.

Definicija 1.21 Za skup S CV, gdje je V' skup vrhova grafa G, kaZemo da
je rezni skup vrhova ako vrijedi ¢(G) > ¢(G — 9).

Uvedimo jos mjeru povezanosti.

Definicija 1.22 Za graf G' kaZemo da je k-povezan ako uklanjenjem manje
od k vrhova dobiveni podgraf i dalje ostaje povezan. Ovaj pojam jos nazivamo

i povezanost grafa G i oznacavamo k(G) = k.

10
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1.3 Neke poznate klase grafova

Postoji nekoliko tipova grafova koji imaju vaznu ulogu u proucavanju grafova
opc¢enito i koje ¢emo ¢esto promatrati u daljnjem radu.
Potpuni graf je graf kojemu su svi vrhovi medusobno susjedni. Potpuni

graf s n vrhova oznac¢avamo K,.

Na Slici [I.7] vidimo graf K.

Slika 1.7: K4

Bipartitni graf je graf G = (V, E), ¢iji se skup vrhova V' moze particionirati
u 2 disjunktna skupa A i B takva da svaki brid iz E ima jedan kraj u A, a
drugi u B. Kazemo da G ima biparticiju [A,B] i ozna¢avamo ga G[A, B]. Na
Slici imamo bipartitni graf sa skupovima A = {u,v}, B = {w, z}.

11
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Slika 1.8: Bipartitni graf

Potpuni bipartitni graf G|[A, B] je bipartitni graf u kojem je svaki vrh
iz skupa A susjedan svakom vrhu iz skupa B. Potpuni bipartitni graf za
kojeg vrijedi |A| = r i |B| = s oznacavamo K, ;.

Na Slici vidimo K 3.

Slika 1.9: K1,3

12
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Bipartitni grafovi su u stvari samo poseban slucaj k-partitnih grafova.

Za graf G kazemo da je k-partitni graf ako mu se skup vrhova moze podije-
liti u k£ disjunktnih podskupova tako da svaki brid ima krajeve u dva razlicita
podskupa.

Za k-partitni graf G kazemo da je potpuni k-partitni graf ako vrijedi da
su dva vrha susjedna ako i samo ako pripadaju razlicitim skupovima particije
Vi, Va, ..., Vi Takav graf oznacavamo K, p, . gdjejep; = |Vil, i =1,2.... k.
Poopcéenje grafa odredenog vrhovima i bridovima kocke nazivamo k-kocka ili
k-kubni graf. Vrhovi k-kubnog grafa su uredene k-torke (ay, as, ..., a),k €
N, a; € {0,1},7 = 1,2..., k. Susjedni su oni vrhovi koji se razlikuju u to¢no
jednoj komponenti k-torke. Obi¢no k-kubni graf oznacavamo s Q. Qy je k-

regularan bipartitni graf reda 2*.

Na slici [I.10] vidimo Qs.

000 100

Slika 1.10: Qs

Od ovih "poznatih” grafova navest ¢emo jos i Petersenov graf. To je 3-

regularan graf s 10 vrhova i 15 bridova. Na Slici vidimo Petersenov graf.

13
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Hamiltonovi grafovi

2.1 Hamiltonova Ikozijska igra

William Rowan Hamilton (1805. - 1865.) je bio jako nadareno dijete poka-
zujudi interese prema matematici i fizici te jezicima kojih je znao mnogo veé
do 10te godine. Godine 1832. je predvidio da se zraka svjetlosti koja pro-
lazi kroz dvoosni kristal lomi u obliku stosca. Kada je ovo eksperimentalno
potvrdeno, smatrano je velikim otkricem te je nakon toga Hamilton pro-
glagen vitezom, tj. postao je Sir William Rowan Hamilton. Cak se i danas
Hamilton smatra jednim od najve¢ih matematicara i fizicara 19. stoljeca.
Tako je Hamilton imao brojna postignuca jedno od njegovih najpoznatijih
postignuca u matematici je njegovo stvaranje novog nekomutativnog algebar-
skog sustava zvanog kvaternioni, prosirenja kompleksnih brojeva. Hamilton
je 1856. razvio jos jedan primjer nekomutativne algebarske strukture u igri
koju je nazvao Ikozijska igra, koju je prvi put izlozio na sastanku Britanskog
udruzenja u Dublinu. Ikozijska igra (prefiks ikos dolazi iz grékog jezika za
broj 20) se sastojala od daske na koju se postavilo 20 rupa i nekoliko crta

izmedu odredenih parova rupa.
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Slika 2.1: Ikozijska igra

Na slici je prikazan dijagram ove igre, gdje je svaka rupa oznacena
jednim suglasnikom iz engleske abecede. Hamilton je kasnije prodao prava
ove igre za 25 funti John Jaques & Son , proizvodacu igara koji je bio posebno
poznat kao trgovac Sahovskim kompletima. Predgovor s uputama za igru je
napisao Hamilton 1859. koji je glasio:

U ovoj novoj igri (izumio Sir WILLIAM ROWAN HAMILTON, LL.D.,
i dr., iz Dublina, © po njemu je nazvana Ikozijska, ’icos’ grcka rijec¢ koja
oznacava ‘dvadeset’) igrac treba postaviti cijeli ili dio skupa od dvadeset nu-
meriranih figura u rupe oznacenim slovima, na takav nacin da uvijek nas-
tavlja po linijama crta i takoder da ispuni neke druge uvjete, koje postavlja
drugi igrac. Na taj se nacin moze vjezbati domisljatost i vjestina u predlaga-
nju, kao i u rjesavanju problema igre. Na primjer, prvi od dva igraca moze
postaviti pruih 5 komada u bilo kojih 5 uzastopnih rupa i onda zahtijevati od
drugog igraca da preostalih 15 komada postavi takoder uzastopno, a to moze
biti @ ciklicki, tj broj 20 moZe biti susjedan broju 1. Uvijek je moguce naci
rjesenje. Dakle, ako su B C D F G dane pocetne tocke, dopusteno je dovrsiti
niz slijedeci abecedni redoslijed dvadeset suglasnika, sto moZemo vidjeti © na
dijagramu igre; ali nakon postavljanja komada br. 6 u rupu H takoder je
dopusteno (prema pretpostavljenim uvjetima) staviti broj 7 u X umgjesto u J,

a zatim zakljuciti nizom W RSTV JKLMN P @Q Z. Ostale primjere iko-

15
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zigskih problema, s rjesenjima nekih od njih, naci cete na sljedecoj stranici.

Druga (putnicka) verzija Hamiltonove Ikozijske igre oznacena je kao:

NOVA ZAGONETKA
PUTNIKOV DODEKAEDAR
ili

PUTOVANJE OKO SVIJETA

U ovoj igri dvadeset vrhova dodekaedra oznacenih s dvadeset suglasnika,
oznacavaju dvadeset gradova svijeta (engleski nazivi kao u originalu, jer kada

bi prevodili neka pocetna slova bi se promijenila):

B. Brussels H. Hanover N. Naples T. Toholsk
C. Canton J. Jeddo P. Paris V. Vienna
D. Delhi K. Kashmere Q. Quebec W. Washington
F. Frankfort L. London R. Rome X. Xenia
G. Geneva M. Moscow S. Stockholm Z. Zanzibar

Ideja je bila konstruirati put oko svijeta gdje bi se svaki od 20 gradova po-
sjetilo toéno jednom. Uoc¢imo, dijagram lkozijske igre na Slici mozemo

interpretirati kao graf, gdje su crte bridovi, a rupe su mu vrhovi.

16
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2.2 Dovoljni uvjeti Hamiltonovog grafa

Problemi koje je Hamilton predlozio u svojoj Ikozijskoj igri, postali su po-
pularan predmet proucavanja u teoriji grafova. Uvodimo definicije Hamilto-

novog puta, ciklusa i konac¢no, grafa.

Definicija 2.1 Neka je G = (V, E) graf. Put u grafu G koji sadrzi svaki vrh

se naziwva Hamailtonov put.

Definicija 2.2 Neka je G = (V, E) graf. Ciklus u grafu G koji sadrzi svaki

vrh se naziva Hamiltonov ctklus.

Definicija 2.3 Neka je G = (V, E) graf, za graf G kazemo da je Hamilto-

nov ako sadrzi Hamiltonov ciklus.

Uocimo da za svaki Hamiltonov graf G = (V, E) vrijedi |V| > 3, nadalje

uocimo i da svaki Hamiltonov graf sadrzi Hamiltonov put.

17
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Slika 2.2: Jednostavni primjeri

Na Slici vidimo najjednostavniji Hamiltonov graf, to je graf G, graf
H nam je graf koji sadrzi Hamiltonov put, ali ne i ciklus, a graf K je graf
koji ne sadrzi Hamiltonov put.

Sada kad smo upoznati s pojmovima Hamiltonovog puta, ciklusa i grafa
te smo vidjeli na nekim najosnovnijim primjerima kako izgledaju ti grafovi,
mozemo krenuti s dovoljnim uvjetima za Hamiltonov graf, kako bismo lakse
mogli prepoznati Hamiltonov graf. Prvi takav teorem je dokazao Oystein
Ore (1899. -1968.) 1960. godine, pa je po njemu i nazvan Oreov teorem.
U iskazu svog teorema Ore je koristio pojam minimalnog zbroja stupnjeva

dvaju nesusjednih vrhova kojeg ¢emo oznacavati s o9(G).

Teorem 2.4 (Oreov teorem) Neka je G = (V, E) graf za kojeg vrijedi
V| =n>3. Ako je 05(G) > n, onda je G Hamiltonov graf.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za neki prirodni broj n > 3 postoji
graf H s n vrhova za kojeg vrijedi oo(H) > n i H nije Hamiltonov graf. Sada
grafu H dodajmo maksimalan broj bridova izmedu nesusjednih vrhova tako
da on i dalje ne bude Hamiltonov graf i oznacimo takav graf sa G. Dakle
sada je G maksimalan ne Hamiltonov graf, tj. ako dodamo brid izmedu bilo
koja dva nesusjedna vrha u i v on postaje Hamiltonov. Uoc¢imo da G nije
potpun graf te vrijedi 02(G) > n. Kako je G maksimalan ne Hamiltonov
graf, onda je G 4+ uv Hamiltonov graf, gdje su u i v bilo koja dva nesusjedna
vrha. Sada kako je G+ uwv Hamiltonov graf to sadrzi Hamiltonov ciklus C'.
Kako ciklus C' mora sadrzavati brid uv to znaci da graf G sadrzi Hamiltonov
put od w do v (u = vy, v9, ..., v,_1,v, = v). Sada ako u grafu G postoji brid
uv;, gdje je 2 <1 < n—1, tada vv;_; nije brid u grafu G, jer kada bi bio tada
bi postojao ciklus C' = (v = v1, 09, ..., Vi1,V = Up, Up_1,Un_2, ..., Vs, U), StO
je Hamiltonov ciklus u grafu G, a graf G nije Hamiltonov po pretpostavci.
Dakle, za svaki vrh grafa G koji je susjedan vrhu u postoji vrh iz skupa
V(G) v koji nije susjedan vrhu v, pa onda slijedi deggv < (n—1) —deggu, tj.
degau + degav < n — 1, §to je u kontradikciji s ¢injenicom da je 03(G) > n.
Dakle, H je Hamiltonov. m

Sada kao izravnu posljedicu Oreovog teorema imamo Diracov teorem.

Korolar 2.5 (Diracov teorem) Neka je G = (V, E) graf za kojeg vrijedi
V| =n > 3 iwvrijedi degv > n/2, za svaki vrh v iz skupa vrhova V(G). Tada

je G Hamiltonov.

Dokaz. Uoc¢imo da uvjet da svaki vrh ima stupanj barem n /2 osigurava uvjet
09(G) > n, pa su sada ispunjeni uvjeti Oreovog teorema pa slijedi tvrdnja. m
Sada takoder uz pomo¢ Oreov teorema, mozemo iskazati i dokazati dovoljan

uvjet za postojanje Hamiltonovog puta u grafu.
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Korolar 2.6 Neka je G = (V, E) graf za kojeg vrijedi |V| =n > 2. Ako je

09(G) > n —1, onda G sadrzi Hamiltonov put.

Dokaz. Neka je H = GV K; spoj grafova G i K1, gdje je w vrh od H koji ne
pripada G. Tada vrijedi oo(H) > n+1. Sada kako je red od H jednak n+1,
po Oreovom teoremu slijedi da je H Hamiltonov. Neka je C' Hamiltonov
ciklus u grafu H. Sada brisuéi w iz tog ciklusa dobijemo Hamiltonov put u
grafu G. =

J. Adrian Bondy i Vasek Chvéatal su primjetili da dokaz Oreovog teorema
ne koristi niti mu je potrebna puna snaga zahtjeva da je zbroj svakog para
nesusjednih vrhova jednak najmanje broju svih vrhova. Tako su i Bondy i

Chvatal dosli do sljedeceg rezultata.

Teorem 2.7 Neka su u i v dva nesusjedna vrha grafa G reda n takvi da
vrigedi degu + degv > n. Tada je G + uv Hamiltonov ako i samo ako je G

Hamiltonov.

Dokaz. Ako je G Hamiltonov, onda je i G 4+ wv Hamiltonov. Obratno,
pretpostavimo da je G 4+ uwv Hamiltonov, tada svaki Hamiltonov ciklus sadrzi
brid uwv, a to znaci da postoji Hamiltonov put od u do v. Sada na identican

nacin kao u dokazu Oreovog teorema dodemo do kontradikcije. =
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2.3 Zatvorenje grafa

Rezultat iz Teorema nas motivira za uvodenje novog pojma zatvorenja

grafa, koji je itekako koristan alat za ispitivanje je li graf Hamiltonov.

Definicija 2.8 Neka je G graf reda n. Zatvorenge grafa G u oznaci
CL(G) je graf dobiven iz grafa G rekurzivnim spajanjem nesusjednih vrhova

cigi je zbroj stupnjeva barem n, sve dok takvih parova vise nema.

Prvo pokazimo da je operacija zatvorenja dobro definirana, tj. da ne ovisi o

redosljedu spajanja vrhova.

Teorem 2.9 Neka je graf G reda n. Ako su Gy 1 Gy grafovi dobiveni rekur-
zivnim spajanjem nesusjednih vrhova grafa G ¢iji je zbroj stupnjeva nagmange

n, dok ne ostane takvih parova, onda je Gy = Gs.

Dokaz. Pretpostavimo da je graf G; dobiven dodavanjem bridova eq, e, ..., e,
danim redoslijedom, a graf GGo dobiven dodavanjem bridova fi, fo, ..., fs da-
nim redoslijedom. Pretpostavimo suprotno, G; # G,. Tada je E(Gy) #
E(G3). Stoga mozemo pretpostaviti da postoji brid e; = uv unizu ey, ea, ..., €,
koji ne pripada grafu Gs i neka je brid e; prvi takav u nizu. Ako je i =1
onda neka je H = G; inace neka je H = G+eq, eq, ..., e;_1. Sada je H podgraf
od Gy i u i v su nesusjedni vrhovi u grafu H. Kako je deggu + deggv > n,
to slijedi degg,u + degg,v > n, sto je u kontradikciji s na¢inom na koji je G
konstruiran. m

Na Slici vidimo postupak konstruiranja zatvorenja grafa. Sada navo-

dimo karakterizaciju Hamiltonovog grafa pomocu zatvorenja grafa.

Teorem 2.10 Graf je Hamiltonov ako © samo ako je zatvorenje tog grafa

Hamiltonov graf.
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Slika 2.3: Konstruiranje zatvorenja grafa

Bududi da je svaki potpuni graf s barem tri vrha Hamiltonov, zbog Bondyevih
i Chvatalovih opazanja, dobivamo dovoljan uvjet za Hamiltonov graf pomocu

zatvorenja grafa.

Teorem 2.11 Neka je G graf s barem tri vrha. Ako je CL(G) potpun graf,

onda je G Hamiltonov.

Ako graf zadovoljava uvjete iz Teorema (Oreov), onda je ocito zatvorenje
grafa C'L(G) potpun graf, pa po Teoremu slijedi G' je Hamiltonov graf.
Tako da je Oreov teorem izravna posljedica Teorema (iako je kronoloski
prethodio Teoremu nekoliko godina). Zapravo veéina dovoljnih uvjeta

koji proizlaze iz stupnjeva vrhova grafa mogu biti izvedeni iz Teorema [2.11]

Teorem 2.12 Neka je G graf s n vrhova, n > 3, sa stupnjevima koji zado-
voljavaju dy < dy < ... < d,. Ako ne postoji cijeli broj k < n/2 za kojeg

vrijedi d, < k i dy,_, <n—k—1, onda je G Hamiltonov.

Dokaz. Neka je H = CL(G). Ako pokazemo da je H potpun po Teoremu
2.1]] ¢e slijediti da je G Hamiltonov. Pa pretpostavimo suprotno tj. H
nije potpun. Neka su v i w dva nesusjedna vrha grafa H za koje je zbroj
degyu + deggw najveéi moguci. Kako su uw i w nesusjedni vrhovi slijedi

degyu + deggw < n — 1. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti
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degyu < deggw. Dakle, ako je k = degpu, imamo k < (n —1)/2 < n/2 i
deggw <n —1—k. Neka W oznacava skup svih vrhova razlicitih od w koji
nisu susjedni w u grafu H. Tada je |[W| = n — 1 — deggw > k. Takoder,
izborom vrhova u i w, za svaki v € W, vrijedi deggv < degyv < degyu = k.
Dakle, G ima najmanje k vrhova stupnja najvise ki dy, < k. Neka U oznacava
skup svih vrhova razlicitih od u koji nisu susjedni v u grafu H. Sada je
Ul = n—1—deggu = n — k — 1. Takoder, za svaki vrth v € U vrijedi
degav < degyvdeggw < n — 1 —k, pa slijedi d,,__1 < n —k — 1. Takoder
imamo degou < deggu < deggw < n—k—1, paslijedid,_, < n—k—1. Sada
je ocito za ovaj k dobivena kontradikcija s pretpostavkom teorema. Dakle,
slijedi da je H pa je dakle G Hamiltonov. m

Primjetimo da svi dosad prikazani dovoljni uvjeti za Hamiltonov graf
ukljucuju stupnjeve vrhova. Stovise, za svaki graf s n vrhova, zahtjeva se
da neki od vrhova bude barem stupnja n/2. U sluc¢aju regularnih grafova,
vidjet ¢emo da se uvjeti mogu oslabiti. Bill Jackson je pokazao da je svaki
2-povezani r-regularni graf reda najvise 3r Hamiltonov. Sada ¢emo pokazati

da se 3r ne moze zamijeniti sa 3r + 1. Takav primjer ¢e biti Petersenov graf.
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Teorem 2.13 Petersenov graf nije Hamiltonov.

Dokaz. Dokaz provodimo kontradikcijom. Pretpostavimo suprotno tj. neka
je Petersenov graf P Hamiltonov. Tada P ima ciklus C' = (vq, va, ..., V19, 01).
Kako je P kubni graf, vrh v; je susjedan to¢no jednom od vrhova vs, vy, ..., vg.
Budu¢i da P ne sadrzi nijedan 3-ciklus ni 4-ciklus, v; je susjedan to¢no jed-
nom od vrhova vs, vg, v7. Zbog simetricnosti vrhova vs i v7, mozemo pretpos-
taviti da je vy susjedan ili vy ili vg.

1. slucaj

vy je susjedan vs u grafu P. Tada je vy susjedan to¢no jednom od vrhova
Vg, U5, Vg , Sto daje 3-ciklus ili 4-ciklus, sto nije moguce, jer Petersenov graf
P ne sadrzi nijedan 3-ciklus ni 4-ciklus.

2. slucaj

vy je susjedan vg u grafu P. Ponovno slijedi vy je susjedan to¢no jednom
od vrhova vy, vs, v4. Kako P ne sadrzi nijedan 3-ciklus ni 4-ciklus slijedi vyq
je susjedan vy. Sada primjetimo da smo u slu¢aju 1 gdje su vrhovi vy i vs
zamijenjeni vrhovima vyg i v4. ®

Sljedeci dovoljan uvjet da graf bude Hamiltonov ne koristi stupnjeve vrhova
grafa, nego koristi kardinalnost skupova parova nesusjednih vrhova i njegovu

povezanost.

Definicija 2.14 Za skup vrhova U grafa G kaZemo da je mezavisan ili

stabilan ako nijedna dva vrha u skupu U nisu susjedna.

Sada uvodimo oznaku a(G) = maz{|U|; U nezavisni skup u grafu G} i
nazivamo ga broj nezavisnosti grafa G. Pogledajmo sada na nekim klasama
grafova broj a(G).

a(K,s) = max{r, s}, a(Cy,) = [n/2] 1 a(K,) = 1.
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Vasek Chvatal i Paul Erdos su pokazali da ako za graf G reda barem 3,
¢ija je povezanost k(G) veca ili jednaka od broja nezavisnosti grafa o(G), da
onda slijedi da je G Hamiltonov graf. U dokazu ovog teorema koristit ¢emo

dvije tvrdnje, koje navodimo bez dokaza.

Tvrdnja 1 Ako je G k-povezan graf , k > 2, onda je svakih k vrhova od G

sadrzano u zajednickom ciklusu.

Tvrdnja 2 Ako je G k-povezan graf, k > 2 i u, vy, vs, ..., v; sut+1 razlicitih
vrhova, gdje je 2 < t < k, onda G sadrzi puteve od u do v; za svaki 1

(1 <i<t) od kojih svaka dva puta imaju samo zajednicki vrh w.

Teorem 2.15 Neka je G graf reda barem 3. Ako vrijedi k(G) > a(G), onda

je G Hamiltonov.

Dokaz. Ako je o(G) = 1, onda je G potpun graf, pa je Hamiltonov. Stoga
pretpostavimo «(G) = k > 2. Sada kako je k(G) > 2 slijedi da je G 2-
povezan pa po Tvrdnji[l]slijedi da G sadrzi ciklus. Neka je C' najduzi ciklus
u grafu G. Sada takoder po Tvrdnji (1] slijedi da C' ima barem k vrhova.
Pokazat ¢emo da je C' Hamiltonov ciklus. Pretpostavimo suprotno tj. C nije
Hamiltonov. Sada postoji neki vrh w u grafu G koji nije sadrzan u C'. Sada
kako je G k-povezan po Tvrdnji [2 slijedi da G sadrzi k puteva Py, Ps, ..., P
takvih da je P; put od w do v;, gdje su v; jedini zajednic¢ki vrhovi puteva
P; i ciklusa C redom i svi putevi P; imaju tocno jedan zajednicki vrh w. U
nekom ciklickom poretku vrhova u C' neka je u; vrh koji slijedi iza v; u C' za
svaki i (1 < i < k). Uocimo da nijedan vrh u; nije susjedan vrhu w jer bi u
protivnom zamjenom brida v;u; sa P; i wu; dobili ciklus vece duljine od C,
a C je odabran kao ciklus maksimalne duljine. Neka je S = w, uy, us, ..., ug.

Kako je |S| = k41 > a(G) i brid wu; nije sadrzan u G za svaki i (1 < i < k),

25



Poglavlje 2. Hamiltonovi grafovi

postoje dva razlicita broja r i s 1 < r, s < k takvi da je brid u,u,s sadrzan
u G. Sada zamjenom bridova u,v, i usvs bridom u,us i putevima P, i P
dobijamo ciklus u graf GG koji je vece duljine od ciklusa C', ¢ime je dobivena
kontradikcija, dakle C' je Hamiltonov ciklus, tj. G je Hamiltonov graf. =

Za ne Hamiltonov Petersonov graf P vrijedi x(P) = 3 1 a(P) = 4, tj.
k(P) < «(P), jer o¢ito bi onda po prethodnom teoremu slijedilo da je P
Hamiltonov graf. Uo¢imo takoder x(P) > a(P) — 1, pa P ima Hamiltonov

put.
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2.4 Nuzni uvjeti i zilavost grafa

Sada kada smo naveli neke dovoljne uvjete za Hamiltonov graf, prelazimo na
nuzne uvjete. Odmah uoc¢imo da je svaki Hamiltonov graf povezan. Kako
svaki par razli¢itih vrhova u i v lezi u Hamiltonovom ciklusu grafa G, to
slijedi da G sadrzi najmanje 2 disjunktna puta od u do v. Kako je svaki
Hamiltonov graf 2-povezan, slijedi, ako je S podskup skupa vrhova od G
takav da je |S| = 1, onda G — S sadrzi jednu komponentu. Sada imamo

sljededi teorem koji je nuzni uvjet za Hamiltonov graf.

Teorem 2.16 Ako je G Hamiltonov, onda vrijedi ¢(G — S) < |S| za svaki

neprazan podskup vrhova S skupa vrhova V(G) grafa G.

Dokaz. Neka je S neprazan podskup skupa V(G). Ako je G — S povezan,
onda je ocito ¢(G — S) < |S|. Stoga, pretpostavimo ¢(G — S) =k > 2i
neka su Gy, Go, ..., G komponente povezanosti grafa G — S. Neka je C' =
(v1, V2, ..., Uy, v1) Hamiltonov ciklus u grafu G. Bez smanjenja opcéenitonsti
mozemo pretpostaviti da je v; € V(G1). Za svaki j (1 < 7 < k), neka je
v;; posljednji vrh od C' koji pripada Gj. Nuzno tada slijedi v;, 41 € S za
1 <j<k pasljedi|S|>k=cG—-S). =

Prethodni teorem ¢emo ¢esce koristi u obliku obrata po kontrapoziciji tj.
Ako postoji neprazan podskup S skupa vrhova V(G) grafa G takav da vrijedi
(G —95) > G, onda G nije Hamiltonov.

Sada pogledajmo na iduéem primjeru (Slika kako ovim teoremom poka-
zujemo da graf nije Hamiltonov. Ako uzmemo skup S = {1, 3}, vidimo da je
c(G—-9)=3,a |5 =2

Iz prethodnog teorema vidimo da za svaki Hamiltonov graf G vrijedi ¢(G —

S) < |S], za svaki rezni podskup vrhova S grafa G, dakle ako je G Hamil-

tonov graf vrijedi C(C‘;S_‘ 5 > 1. Uvedimo pojam zilavosti grafa tj. t-zilavosti
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Slika 2.4: ne Hamiltonov graf

grafa.

Definicija 2.17 Za nenegativni realni broj t i za nepotpuni graf G kazZemo

5]
c(G-5)

da je t-Zilav ako vrijedi >t za svaki rezni podskup vrhova S.

Odmah uoc¢imo da ako je G t-zilav graf i s nenegativni realni broj takav da
je s < t, odmah slijedi da je G i s-zilav. Kako smo prije pokazali slijedi da
je svaki Hamiltonov graf 1-zilav, no sada ¢emo pokazati da obrat ne vrijedi,

tj. da postoje 1-zilavi grafovi koji nisu Hamiltonovi.
Teorem 2.18 Petersenov graf je 1-Zilav.

Dokaz. Otprije znamo da je Petersenov graf P 3-povezan tj. da vrijedi
k(P) = 3. Pokazimo sada da vrijedi |S|/c(P — S) > 1, za svaki rezni pod-
skup vrhova S. Pa pokazimo da za svaki skup S, takav da je |S| > 3,
vrijedi |S|/e(P — S) > 1. Za |S| > 5 ocito vrijedi. Dakle ostala su nam
samo dva slucaja za pokazati za |S| = 3 1 [S| = 4. Sa Slike vidimo
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Slika 2.5: Petersenov graf

da je C' = (uy,ug,us,uq, us,uy) vanjski ciklus Petersenova grafa P te da
je C" = (v1,vs,vs5,v9,04,v1) unutarnji ciklus. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da C' sadrzi barem jednako vrhova iz S kao i C’'. Raz-
likujemo 3 slucaja.

1. slucaj

Nijedan vrh iz S nije sadrzan u C’. Tada je P — S povezan pa slijedi
|S|/e(P —S) > 1.

2. slucaj

Jedan vrh iz S je sadrzan u C’. Tada P — S sadrzi komponentu reda barem
5 pa slijedi |S|/c(P —S) > 1.

3. slucaj

Dva vrha su sadrzana u C’. Tada je |S| =41 P — S sadrzi najvise 4 kompo-

nente pa slijedi |S|/c(P—S) > 1. =

Definicija 2.19 Najvecéi realni broj t za kojeg je mepotpuni graf G t-Zilav

nazivamo Zilavost grafa G i oznacavamo t(QG).

Odmah uoc¢imo da je zilavost grafa racionalan broj. Takoder ¢(G) = 0 ako i
samo ako je graf G nepovezan. UocCimo da za zilavost grafa vrijedi ¢(G) =

min{ — = = G S), S rezni skup vrhova grafa G}.
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Na Slici [2.6] vidimo primjer grafa i njegove zilavosti. Promotrimo skupove

. o S S
S1 = {u,v,w}, Sy = {w} i S3 = {u,v}. Uocimo c(Gl—lsl) = %, C(G|_|SQ) = %
C((;'S‘Sg) 2 , uocimo da ne postoji rezni vrh S grafa G takav da je % < %

Slika 2.6: Graf zilavosti 2

Zilavost grafa G mozemo promatrati kao mjeru koliko se évrsto drze pod-
grafovi grafa GG. Dakle, Sto je zilavost manja to je graf ranjiviji. Na pri-
mjer 1- zilav graf ima svojstvo da razbijanje grafa na k komponenti (ako je
moguce) zahtjeva micanje barem k vrhova, dok 2-zilav graf za razbijanje na
k komponenti zahtjeva micanje barem 2k vrhova. Parametar koji je vazan
za proucavanje zilavosti grafa G je broj nezavisnosti grafa a(G). Broj ne-
zavisnosti predstavlja najveéi broj ¢(G — 5), za sve rezne skupove S. Sada

imamo k(G) < |S]1¢(G —S) < a(G). Ovo nas dovodi do ograda za zilavost

grafa.

Teorem 2.20 Za svaki nepotpuni graf G vrijedi, Z(G) <t@G) < (2G).

Dokaz. Znamo da vrijedi t(GQ) = min{-2=} > =% Necka je S’ rezni

c(G=S)d = «a(G)
skup vrhova takav da je |S’| = k(G). Dakle ¢(G — S") > 2, pa slijedi ¢(G) =
mzn{c(GlS—'S)} — ¢ Gl'S S < N(QG) u
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Definicija 2.21 Za dani graf F, kaZemo da je graf G F-slobodan, ako G

ne sadrzi nijedan podgraf izomorfan grafu F.

Uvodimo sada jos neke posebne nazive za tocno odredene grafove.

Graf koji je K3-slobodan nazivamo graf bez trokuta.

Graf koji je K; 3-slobodan nazivamo graf bez kandzZe. Sada imamo sljedeci
teorem, u dokazu kojeg ¢emo koristiti jednu tvrdnju koju takoder navodimo

bez dokaza.

Tvrdnja 3 Ne trivijalni graf G je k-povezan za neki k > 2 ako ¢ samo ako
za svaki par razlicitih vrhova w © v postoji barem k medusobno disjunktnih

puteva izmedu u 1 v.
Teorem 2.22 Ako je G nepotpuni graf bez kandze, onda je t(G) = %/{(G).

Dokaz. Ako G nije povezan, onda je t(G) = k(G) = 0 pa tvrdnja vrijedi.
Pretpostavimo x(G) = r > 1. Neka je S rezni skup takav da je t(G) =
|S]/c(G — S). Pretpostavimo da je ¢(G — S) = k i da su Gy, Go,...,Gy
komponente grafa G —S. Neka su u; € V(G;) iu; € V(gj), i # j. Kako je G
r-povezan to po Tvrdnji[3|slijedi da postoji barem r medusobno disjunktnih
puteva izmedu parova vrhova wu; i u;. Svaki od ovih puteva sadrzi vrh iz
S. Sada slijedi da postoji barem r razli¢itih bridova koji spajaju vrhove iz
S 1 vrhove iz G; za svaki ¢ (1 < i < k). Dakle postoji skup X koji sadrzi
barem kr bridova izmedu S i G — S takvih da svaka dva brida spajaju neki
vrh iz S i neki vrh iz komponente grafa G — S. Kako je G graf bez kandze,
slijedi da nijedan vrh iz S nije spojen s vrhovima iz 3 razli¢ite komponente
od G — S. Stoga imamo, kr < |X| < 2|S| = 2kt(G); dakle kr < 2kt(G),
tj. t(G) > r/2 = k(G). Po Teoremu imamo t(G) < k(G)/2, dakle
tG)=kr(G)/2. =
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Chvatal je uveo pojam zilavosti, jer je bio uvjeren da je zilavost jako
povezana s postojanjem Hamiltonovog ciklusa u grafu. Cak je dao iduéu

slutnju.

Slutnja 2.23 (t, Slutnja) Postoji konstanta ty takva da je svaki to-Zilav
graf Hamiltonov graf.

Drugim rijecima Slutnja[2.23|nam govori o postojanju konstante tg, takve da
za svaki graf G za kojeg vrijedi t(G) > to, slijedi da je taj graf G Hamiltonov.
Dugo se vjerovalo da je to = 2, tj. da je svaki 2-zilav graf Hamiltonov. No
2000. godine Douglas Bauer, Hajo Broersma i Henk Jan Veldman su pronasli
graf koji je 2-zilav, a nije Hamiltonov. Dakle, ako je Slutnja [2.23| istinita
slijedi ¢, > 2. Stovise Bauer, Broersma i Veldman su pokazali jos i vise.
Pronasli su niz {G}.} ne Hamiltonovih grafova za koje vrijedi limy,_, o, t(Gy) =
9/4. Dakle, ako je slutnja istinita vrijedi to > 9/4. Na Slici vidimo taj

cuveni graf.

Slika 2.7: Bauer-Broersma-Veldmanov graf
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2.5 Hamilton-povezani i panpovezani grafovi

Kao sto smo dosad vidjeli dobivanje primjenjive karakterizacije za Hamilto-
nove grafove i dalje je nerjesiv problem. Stoga uvodimo neke pojmove koji

¢e nam olaksati razmatranje Hamiltonovih grafova.

Definicija 2.24 Za graf G kaZemo da je Hamilton-povezan ako izmedu

svaka dva vrha w v v u grafu G postoji Hamiltonov put koji ih povezugje.

Uoc¢imo da je svaki Hamilton-povezan graf reda barem 3, no obrat ocito ne

vrijedi.

Na Slici vidimo da ne postoji Hamiltonov put izmedu vrhova u i v

Slika 2.8: Hamilton-povezan graf i Hamilton-nepovezan graf

u grafu Gs.
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Sada ¢emo navesti dovoljan uvjet za Hamilton-povezan graf.

Teorem 2.25 Neka je graf G reda n. Ako je 0o(G) > n + 1, onda je G

Hamilton-povezan.

Dokaz. Neka su u i v dva vrha grafa G. Neka je H graf reda n + 1 dobiven
tako da se grafu G doda vrh w koji je spojen s vrhovima u i v. Sada ¢emo
konstruirati zatvorenje grafa H, FF = CL(H). Kako je degyx + deggy >
n + 1 za svaka dva nesusjedna vrha x i y grafa H koja pripadaju G, slijedi
FV(G)] = K,. Nadalje, ako je z € V(G) \ {u, v} slijedi degrx + degrw >
(n—1)+2=mn+1, paslijedi da je brid koji spaja x i w brid u F. Stoga je
F =CL(H) = K41 pa po Teoremu slijedi da je H Hamiltonov. Sada
kako je deggw = 2, svaki Hamiltonov ciklus u H mora sadrzavati bridove uw
i vw. Uklanjanjem w iz C' dobivamo Hamiltonov put od v dov u G. =

Sada kao neposrednu posljedicu imamo sljedeéi korolar.

Korolar 2.26 Neka je G graf reda n takav da je deggv > (n+1)/2, za svaki

vrh v iz G. Tada je G Hamilton-povezan.
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Uocimo da je graf na Slici Hamiltonov. U Ikozijskoj igri Hamilton je
primjetio da svaki put duljine 5 lezi na Hamiltonovom ciklusu (naravno nije
koristio ovo terminologiju za to izraziti). lako Hamilton to nije spomenuo to
vrijedi i za sve puteve manje duljine, ali ne vrijedi za sve puteve duljine 6.
Ovo nas dovodi do druge posebne klase Hamiltonovih grafova. Sada uvodimo

sljedecu definiciju.

Definicija 2.27 Hamailtonov ekstenzijski broj Hamiltonovog grafa G je
najveci prirodni broj za kojeg svaki put te ili mangje duljine lezi na Hamilto-

novom ciklusu grafa G. Oznacavamo ga sa he(G).

Na primjer za graf dodekaedra G vrijedi he(G) = 5.
Uocimo da ocito za svaki Hamiltonov graf G vrijedi he(G) > 1, jer svaki vrh
tog grafa lezi na Hamiltonovom ciklusu. Idué¢im primjerom ¢emo pokazati

da postoji graf H za kojeg tocno vrijedi he(H) = 1.

Slika 2.9: Graf H za kojeg vrijedi he(H) =1

Uoc¢imo da ne postoji Hamiltonov ciklus u grafu H sa Slike koji sadrzi
brid od u do v. Sada imamo sljedeci rezultat koji nam daje donju granicu za
Hamiltonov ekstenzijski broj grafa G pomocu broja 6(G) i jos nekih uvjeta

vezanih za vrijednost §(G).
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Korolar 2.28 Neka sun i k cijeli brojevi takvi da vrijedin > 3 11 < k <n.
Ako je G graf redan takav da vrijedi §(G) > (n+1—k)/2, onda je he(G) > k.

Dokaz. Za k = 1, tvrdnja je ocita, a za k£ = 2 tvrdnja odmah slijedi po
Korolaru [2.26] Dakle, mozemo pretpostaviti da je k > 3 in > 4. Neka je P
put duljine [ u grafu G, gdje je 3 <[ < k, ozna¢imo P = (u = uy, U, ..., u; =
v). Neka je S = {ug,u3,...,u;_1} i neka je H = G — S. Tada je H reda
n' =n—1+21ivrijedi

§(H)>6(G)—1+2>nt=l —jpo=n=lid - % Po Korolaru, graf
H je Hamilton-povezan pa slijedi da H sadrzi Hamiltonov put P’ od u do v
. Stoga, P’ i P tvore Hamiltonov ciklus u grafu G koji sadrzi put P. Dakle,
he(G) > k. m

Sada imamo sljede¢i teorem.

Teorem 2.29 Ako je G graf reda n > 3 takav da vrijedi 6(G) > n/2, onda
je he(G) > 20(G) —n+ 1.

Dokaz. Ako je §(G) = n/2, onda 2§(G) —n + 1 = 1, pa tvrdnja slijedi
trivijalno. Stoga, mozemo pretpostaviti 6(G) > n/2.

Dakle, §(G) > (n 4+ 1)/2. Sada po Korolaru [2.26] slijedi da je G Hamilton-
povezan. Sto povlaéi da je svaki brid grafa G sadrzan u Hamiltonovom
ciklusu grafa G. Nadalje, buduéi da je §(G) < n —1, slijedi 26(G) —n+1 <
n — 1. Kako je G Hamiltonov, G sadrzi puteve duljine 26(G) —n + 1 ili
manje. Kako tvrdnja odmah slijedi, ako vrijedi §(G) = n — 1, mozemo
pretpostaviti da vrijedi n/2 < 6(G) < n — 2. Slijedi n > 5, (zan = 3 i
n = 4 tvrdnja je trivijalna) i 26(G) — n + 1 > 2. Neka je P put duljine
[, gdje je 3 <1 < 2)(G) —n+1ineka je H podgraf grafa G induciran
vrhovima (V(G) — V(P)) U{u,v}. Red grafa H jednak jen' =n—1+2 >
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n—(26(G) —n+1)+2 =2n-68G)) +1 > 5 Stovise, slijedi §(H) >
(G)—1+22>0G)—20G) —n+1)+2=n—-0(G)+1=(n+1)/2.
Sada po Korolaru2.26| slijedi da je H Hamilton-povezan. Dakle, H sadrzi
Hamiltonov put P’ od u do v, koji zajedno sa P ¢ini Hamiltonov ciklus u G
koji sadrzi P. m

Kao sto smo prethodno vidjeli, posljedica Diracovog teorema je da svaki graf
reda n > 3, s uvjetom 6(G) > n/2, povlaci da svaki vrh (put duljine 1)
lezi na Hamiltonovom ciklusu. Zamijenimo li 1/2 s nekim veéim racionalnim

brojem mozemo dobiti jos jaci rezultat.

Korolar 2.30 Neka je G graf reda n > 3 takav da je §(G) > rn za neki
racionalan broj r € [1/2,1). Tada je he(G) > (2r — 1)n + 1.

Dokaz. Po Teoremu imamo he(G) > 20(G) —n+1>2rm—n+1=
2r—1n+1 m=m

Sada malo promotrimo ovu granicu. Pokazat ¢emo da je ona najbolja mogucéa
tj. da uvijek postoji graf takav da vrijedi he(G) = (2r — 1)n + 1. Znamo da
za r = 1/2 to vrijedi. Pa pretpostavimo 1/2 < r < 1. Tada je r = a/b za
neke pozitivne cijele brojeve a i b, gdje je 1/2 < a/b < 1ia < b < 2a. Neka
je G = Ky, a@b-a) Potpuni (a 4 1)-partitni graf s partitnim skupovima V;
(1<i<a+1l)gdjeje|Vi|=azal <i<ail|V,u1|=a(b—a). Graf G je ocito
redan = ab i d(G) = a* = (a/b)ab = rn. Po Korolaru svaki put duljine
(2r —1)n + 1 = 2a* — ab + 1 lezi na Hamiltonovom ciklusu grafa G. Neka je
P put duljine a(2a —b) +2 = (2r — 1)n+ 2 takav da je V(P) C U2, V;. Kako
je | Uty Vil = [V(P)| = a2 — [a(2a — ) +2) = a(b— @) — 2 [Vass | = alb— ),
slijedi da ne postoji Hamiltonov put na preostalim vrhovima od G pa dakle
ne postoji Hamiltonov put koji sadrzi P. Dakle, h(G) = (2r — 1)n + 1.

Sada ¢emo uvesti svojstvo grafova koje je ¢ak snaznije od Hamilton-povezanosti.

Definicija 2.31 Za povezan graf G reda n kaZemo da je panpovezan ako
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za svakt par razlicitih vrhova u @ v postoji put duljine I, za svaki |l za kojeg

vrigedi d(u,v) <1 <n—1.

Odmah uoc¢imo da je svaki panpovezan graf ujedno i Hamilton-povezan, no
da obrat ne vrijedi opéenito. Za k > 3, neka je Gy graf takav da je V(Gy) =
{v1,v9, .., v} 1 E(Gy) = {vjvipr 11 = 1,2..,2k} U{vv43 11 = 2,4, ..., 2k —
4} U {vqv3, vog_ov9x }, gdje su svi indeksi modulo 2k. Iako za svaki par u,v
razlicitih vrhova i za svaki cijeli broj [ koji zadovoljava k <[ < 2k — 1, graf
G, sadrzi put od u do v duljine [, ne postoji put duljine [ izmedu vrhova v i
Vak, za 1 < I < k, a vrijedi d(vq1,vg,) = 1. Dakle Gy, nije panpovezan, a ocito
je G Hamilton-povezan.

Sada imamo dovoljan uvjet za panpovezanost grafa na temelju minimalnog

stupnja.
Teorem 2.32 Ako je G graf reda n > 4 takav da vrijedi
degv > (n +2)/2
za svaki vrh v grafa G, onda je G panpovezan.

Dokaz. Ako je n =4, onda je G = K, pa tvrdnja vrijedi. Pa pretpostavimo
suprotno tj. da postoji graf G reda n > 5 takav da je 6(G) > (n + 2)/2
i da G nije panpovezan. To znaci da postoje vrhovi v i v grafa G i cijeli
broj [ takav da je d(u,v) < < n — 11 da ne postoji put duljine | izmedu
u iwv. Neka je G* = G — {u,v}. Tada je G* reda n* = n—2 > 31
3(G*) > (n+2)/2 —2 =n*/2. Po Diracovom teoremu odmah slijedi G* je
Hamiltonov. Pa postoji Hamiltonov ciklus C' = (vq, vg, ..., v, v1). Ako je uv;
brid u G onda vv; ;s nije brid u G, za 1 < i < n*, gdje su indeksi izrazeni mo-
dulo n* jer bi u protivnom imali put duljine I (u, v;, V11, ..., Viyy—2,v) od u do v

. Dakle, za svaki vrh u C' koji je susjedan vrhu v u G, postoji vrh u C' koji nije
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susjedan vrhu v u G. Kako je deggu > (n+2)/2, zakljuéujemo da je u susje-
dan barem n/2 vrhova u ciklusu C, pa slijedi degev < 1+n*—n/2 =n/2—1,
¢ime je dobivena kontradikcija s ¢injenicom da za svaki vrh u G vrijedi da je
stupnja barem (n+2)/2 . =

Rezultat iz Teorema [2.32, ne mozemo opcenito poboljsati i to ¢emo pokazati

idu¢im primjerom.

Slika 2.10: Graf koji nije panpovezan

Vidimo da graf G sa Slike ima 9 vrhova i svaki je vrh stupnja 5, tj. vri-
jedi 0(G) > (94 1)/2, ali ne vrijedi 6(G) > (9 + 2)/2. Graf nije panpovezan
jer ne postoji put duljine 3 izmedu vrhova z i y.

Sada ¢emo jos pokazati da ne postoji konstanta ¢, takva da ako vrijedi
09(G) > n+c, za neki graf G reda n , da to onda povlaci da je G panpovezan.
Neka je ¢ > 2 ineka je G graf reda n = 2¢+4, gdje je V(G) = {u, w}UUUW,
sa |[U| = |W| = ¢+ 1 takvi da je G[U Uw] = Ka.12 1 u je susjedan svakom
vrhu iz U, a w je susjedan svakom vrhu iz W i ww je brid u G. Tada je
09(G) = 3c+4 = n+c. Kako je d(u,w) = 1, ne postoji put duljine 2 izmedu

u i w. Slijedi da G nije panpovezan.
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u w

SOV LN

Slika 2.11: Prethodno opisan graf za ¢ = 2

Na Slici Vidimo primjer grafa koji nije panpovezan, a vrijedi oo(G) >
n + 2. Prethodno smo vidjeli da ako za graf G vrijedi da je 02(G) > f(n),
da to povlaci da G ima neko odredeno svojstvo, ako se prisjetimo Oreovog
teorema, svojstvo o3(G) > n je povlacilo da je G Hamiltonov. Maloprije smo

pokazali da to ne vrijedi za panpovezanost. No sada uvodimo novi pojam.

Definicija 2.33 Za graf G reda n > 3 kaZemo da je panciklican, ako G

sadrzi ciklus duljine | za svakil (3 <1 <mn).
Sada navodimo sljede¢i teorem bez dokaza.

Teorem 2.34 Ako je G graf reda n > 3, takav da vrijedi oo(G) > n, onda

je G panciklican ili je n paran i vrijedi G = Kn n.
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